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VOEWORT. 


Hierrnit iibergebe ich den dritten und letzten Band der mathematischen 
Werke meines Vaters, T. Fuchs, der Offentlichkeit. Er entbiilt die letzten 
zweiundzwanzig Arbeiten, die der Verewigte vom Jahre 1888 an bis zn seinem 
lode veroffentlicht hat, die drei gedruckten Akademisclien Tleden aus den 
Jcihien 1873, 1899, 1900 und diejenigen Nacbrufe, die er in seiner Eigenschaft 
als lledakteur des Journals fiir die reine und angewandte Matheraatik ver- 
fasst hat. Die redaktionelle Arbeit dieses Bandes wurde in derselben Weise 
wie die der beiden ersten Bande durchgefiihrt. Auch bier sind die Abhand- 
lungen im Wesentlichen unverandert wiedergegeben worden. Alle bemerkens- 
werthen Abanderungen und alle sonst nothwendigen Angaben findet man in 
den Anmerkungen, die den einzelnen Arbeiten folgen. 

Es ist mil’ ein Bedilrfnis, an dieser Stelle alien denen, die mir bei der 
Drucklegung ihre Hilfe haben zu Theil werden lassen, meinen herzlichsten 
Dank zu sagen. Bei der Revision der Abhandlungen hat mich der andere 
Herausgeber, Herr L. Schlesinger, durch seine werthvollen Rathschlage unter- 
stiitzt. Herr H. Vogt hat wiederum die in franzosischer Sprache verfassten 
Noten (T/XIII, IjXVI) in sprachlicher Hinsicht revidirt und mein Freund 
H. Lemke hat eine Correctur der Druckbogen gelesen. Yor allem aber richtet 
sich mein Dank an Herrn L. Heffter fur die treue Sorgfalt, mit der er mir 
bei der Durchsicht und der Correctur aller Arbeiten in so wirkungsvoller 
Weise seine Hilfe hat zu Theil werden lassen. 

Es war urspriinglich geplant, dass den Abschluss dieses dritten Bandes 
etwaige nachgelassene Arbeiten meines Vaters bilden sollten. Eine genaue 


institute 

OF TECHNOLOGY LIBRARY 





INHALTS -VERZEICHNISS. 


Seite 

T 


LIV. Ziir Theorie der linearen Differentialgleichuiigen. 1 

Sitzungsbei’ielite der K. preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin; Einleitung und 
No, 1-7, 1888, S. 1115-1126; No. 8-15, 1888, S. 1273-1290; No. 16-21, 18S9, 

S. 713-720; No. 22-31, 1890, S. 21-38. 

Anmerkungen .69 

LV. Bemerkung zu der Arbeit im Bande 75 Seite 177 dieses Journals ... 75 

Journal f. d. r. u. a. Matbematik, Bd. 106, 1890, S. 1—4. 

Anmerkung .80 

LVI. Tiber algebraiscb integrirbare lineare DifFerentialgleichungen.81 

Sitzungsberichte der K. preuss, Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1890, S. 469—483. 
Anmerkung .97 

LVIL Bemerkung zu voratekender Abhandlung des Herrn Hefpteh zur Theorie 

der linearen Differentialgleichungen.99 

Joimal f. d. r. u. a. Matbematik, Bd. 106, 1890, S. 283—284. 

Anmerkung ..102 

LVIII. Uber cine Abbildung dnrch eine rationale Function.103 

Journal f.‘d. r. u. a. Matbematik, Bd. 108, 1891, S. 181 — 192. 

Anmerkungen .. 116 

LIX. tlber lineare Differentialgleichungen, welche von Parametem unabhangige 

Substitutionsgruppen besitzen.117 

■ Sitzungsberichte der K. preuss. iVkademie der Wissenschaften zu Berlin, 1892, S. 157—176. 
Anmerkungen. 


LX. tiber die Relationen, welche die zwischen je zwei singularen Punkten er- 
streckten Integrale der Losungen linearer Diffentialgleichungen mit den 














ur* di - huiid'^chriftlichcii Naclilasses hat mir aber gezeigt, dass 7Air 

At firufkhrtigcA oder leicht dnickfertig zu rnachendes Material nicht vor- 
ihih^u i-t.. Da V- ‘d\wr gewiss nicht im Sinne des Entschlafenen ware, 
drr <Ubfiitlichkcit zu iibergeben, so inusste zunachst von einer 
Icheii Vfrbtirntli«*huTig Abstand genommen werden, wenn die Herausgabe 
rB.mdes nicht auf iiubestimmte Zeit verschoben werden sollte. 

Die Hfii SfhlusNC dieses Buiides befindlichen von Herrn Schlesinger ange- 
nigtt ri Register des ganzen A\"erkes sollen seine Eenutzung erleichteru. 

Sehlit^sliih sei auch an dieser xStelle der Verlagsbuchhandlung fur ihr 
undliilu s Kntgegimkommen iind filr die vornehme Ausstattung der Bande, 
xv.li (He sie dem \'ercwigten ein auch ausseiiich schbnes Denkmal gesetzt 
t. der Dank der Ileraiisgeber uusgesprochen. 

Ilnlensee bei Berlin, ini October 190S. 


Richard Fuchs. 
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Berichtigungen. 

S. n, Zeile G v. o. Corrclat statt Correllat. 

„ 185, „ 10 V. u. lies 3 statt (3.). 

» 388, „ 16 1 „ 

> lies Erman statt Ermann (Druckfehler des Originals). 
« oo9, ,, lo ) 

Im Inhaltsverzeicliniss von Band II 

S. VII, Zeile 3 v. u. lies 87 statt S6. 
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irv. 


ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGTLEICHUNGEN. 

(Sitztmgsbericlite der Konigl. preussisclaen Akademie der Wissenscliaften zu Berlin; 
Einleitung und ¥o. 1 — 7 , 1888 , XLU, S. 1115—1126, vorgelegt am 1. November, ansge- 
geben am 8. November 1888; No. 8—15, 1888, L, S. 1273—1290, vorgelegt am 13. De¬ 
cember, atisgegeben am 20. December 1888; Ko. 16—21, 1889, XXX.VI, S. 713—726, 
vorgelegt am 18. Jidi, ansgegeben am 25. Juli 1889; No. 22—31, 1890, II, S. 21—38, 
vorgelegt am 9. Jannar, ansgegeben am 16. Januar 1890). 


Die folgenden Entwickelungen bilden einen Thcil von Untersucliungen, [ms 
welche ich iiber lineare Differentialgleichungen angestellt habe, und welche 
ihren Ausgangspunkt von den folgenden Erwagungen genommen haben. Es 
sei Vii V-ti • •-I y.p Fundamentalsystem von Integralen einer linearen bomo- 
genen Differentialgieichung Ordnung, deren Coefficienten rationale Func- 
tionen der unabhangigen Variablen x sind. Es seien ^ willkur- 

Uche Elemente aus der Reihe y^)y^i ■••■i y^t und es werde eine Determinante 
von t Elementen gebildet, deren Horizontalreihen ans den Ableitungen gleicher 
Ordnung von y,i y^i ■■■■i y^, bestehen. Die Ordnung dieser Ableitungen sei 
durcli eine der Zahlen 0, 1, 2, ...,p —1 bestimmt und sei fiir die verschiedenen 
Horizontalreihen verschieden. Solcher Determinanten konnen wir 

bilden. Bezeichnen wh dieselben in irgend einer Reihenfolge mit u^, . • •, 

1 


P u c li s, muthem. W orko, m. 




Bedeutet z^^ ein anderes System von n linear unabhangigen Inte- 

gralen der Gleicbung (A.), so mSgen diejenigen Determinanten, welche aus 
^ 1 ’ •••» “v-i hervorgehen, wenn an Stelle von y^^ bez. z^^ z^ 

gesetzt werden, bez. mit bezeiebnet werden. 

Bezeichnen wir ferner die Hauptdeterminante der In Integrale i/,, y,, 2/„; 

(B.) A = 

wo C eine Constante bezeiebnet, welcbe von Null versebieden ist, wenn 
Vii •••' Vn'i •••! ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleicbung 

(A.) ausmacben, dagegen den Wertb Null annimmt, wenn dieses nicht der 
Fall ist. 

Zeiiegen wir A in eine Summe von Producten aus Partialdeterminanten 
^ter Ordnung, so erbalten wir unter Beiiicksicbtigung von (B.) zwiseben 
M,, • • •, w,,-/, • • - 5 Relation 

(C.) A = 

0 

wo die Vorzeichen nacb bekannter Regel zu bestimmen sind, und wo C den 
oben bezeichneten constanten Wertb bat. 


2 . 


1st 1 /j, 2 /j, ..., ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleicbung [m? 
(A.), bilden wir die v Combinationen derselben zu je ra und setzen in 
(No. 1) an Stelle von y^,y^,---iy„ je eine solcbe Combination, so erbalten 
wir V verschiedene Grossen u^, welcbe wR mit ..., bezeichnen 

wollen, indem wir festsetzen, dass aus denjenigen Functionen y^ ge- 

bildet werde, welche vom Systeme y^, "^rig bleiben, naebdem bier- 

von die zur Bildung von zu verwendende Combination weggenommen 
worden. 

Wir bilden die Determinante 


( 1 -) 


P ^ \ %x 




*) Siehe meino Arbeit in Borchardts Journal, Bd. 66, S. 126—130 ■). 


}) Abh. VI, 8. 164—1C8, Band I dioaor Ansgabe. E,F. 


1* 
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Zl R THEORIE DEK LINEAREX DIFFERENTIAIiGLErCHUNGEN. 


so tTiru-bt sich fiir (Hose FuucHonen das System von Differentialgleichungen 

jly = H, + • • • + -d J., M,_, , 

wo A . J .^4. lationale Functioncn von x bedeuten. Aus diesem Sy- 

stenu? krnmen wir demnach iiir jede der Functionen Wj eine lineare homogene 
DiffercntiaigU'ichung Ordnung mit rationalen Coefficienten heiieiten. 

Das Folgonde beschaftigt sich mit der Untersuchung dieser Differential- 
gloichungeu, unter der Voraussetzung, dass die Ordnung _p der vorgelegten 
DifftTcntialgloichung eine gerade Zalil 2n ist, und sie bezieht sich auf den 
Fall, <iass A = « geniihlt wird. 

In ciner folgenden Mittheilung beabsichtige ich eine F'ortsetzung der 
gt^envvartigen Untersuchung und eine Anwendung zu verbfFentlichen, welche 
ich von derselben gemacht babe, und die Ziele darzulegen, welche ich dabei 
im Auge gehabt. 


ni6] Es seien die Coefficienten der Differentialgleichung 


(A.) 




dx^ 




rationale Functionen von x, 

Sind n von einander linear unabhangige Integrale der Glei- 

chung (A.), so wollen wir eine Determinante mit if Eiementen bilden, deren 
Horizontalreihen aus den Ableitungen gleicher Ordnung von 
bestehen. Die Ordnung dieser Ableitungen sei diu-ch eine d^ ”zahlen 

0, 1 , 2 ,..., 2n-l bestimmt und sei fur die verschiedenen Horizontalreihen 
verschieden. Solcher Determinanten konnen wir 

V = ■■■{n + l) 

widen. Bezeichnen wir dieselben in iigendeinerReihenfolgc mit « n „ 

md setzen nnr fest, dass diejenige nnter diesen Determinanten” sei, m 
welchet d,e Ortongen der Ableitungen in den verschiedenen Horizontalreien 

der Kmhe nacb ,,,, “ 

mmante von „ennen wollen. tiptdetei 


in 





Aus diesera Systeme von Gleichungeu ergiebt sicli, dass auch die hblieren 
Ableitungen von lineare bomogene Functionen von , sind. Es 

sei insbesondere 




WO rationale Functionen von x sind, so bleiben diese Gleichungen be- 
stehen, wenn wir in denselben ii^ dui-cli und durcli u^. ersetzen, Be- 

zeichncn wir die Hauptdeterniinante der Functionen u ,u ,u , ..., u mit 

b, so ist nach den Gleichungen (1.) und (F.) 

(G.) ft = QP, 

wenn wir die Determinante 


( 5 .) 

setzen. Aus Gleichung (D.) folgt daher: 

III. Die Determinante & ist dann und nur 
die Determinante Q verschwindet. 


V- 


dann Null, wenn 


ft. 


In den Gleichungen (F'.) mbgen dem k die Werthe 1, 2,...,v beigelegt 
werden. Aus dem entstchenden System von v Gleichungen eliminiren mr 
so ergiebt sich, wenn wir u statt setzen, als Resultat der 

Elimination 


(H.) 


d''u p (F 'n 


+ ... + P,,M = 0 


) 


WO P^, P^ rationale Functionen von x bedeuten. Diese Differential- 
gleichimg wire! durch die v Functionen .-m befriedigt. 

Ist die Determinante Q identisch Null, so konnen aus den v Gleichungen, 
welche aus (F.) fiir Jc = 0, 1, v—i zu bilden sind, ^^v-i Gliminirt 

werden. Wir crhalten alsdann als Resultat der Elimination eine Diffe- 
rentialgleichung fiir u niedrigerer als Ordnung, welcher die Functionen 
^^ 00 ? ^ 10 ? *•*’ 10 g™dgen miissen. Ist aber Q von Null verschieden, so ergiebt 

sich aus Satz III. vor. No., dass die Differentialgleichung, welcher diese Func-- 
tionen genligen, nicht niedriger als Ordnung sein kbnne. Denn da & von 



4 


ZL’K THEORIE BEIt IJNEAREN DIFFERENTIALGLEICflUNGEN. 


Da 

I I I y—1—X IJ 

SO CKiebt sich 

| 3.) -P* ~ I I I v-I-A !• 

Vollfdhren wir die Multiplication der beiden Determinanten rechterhand, so 
erhalten wir unter Beriicksichtigung der Gleichung (C.) eine Determinante 
mit Eleiuentcn, dercii Diagonalgliedcr, abgeselien yon einem constanten 
Factor, den AVertli ^ annchinen, wahrend die iibrigen verscbwinden. 

Demnach ergiebt sicli 

(D.) p=:Ce 

wo C eine von Null verschiedene Constante bedeutet. 

Aus Gleichung (D.) folgt 

I. Die Determinante P ist nicht identiscli JSTull. 

Sei 

(3-) ?o«o + »1 «1+ ••• + ?,== 0 

eine Gleichung, welche fin- jede beliebige Combination bestehe 

so ist denigemiiss auch 

'f’o“to + ?1 + ■ ■ • + Wv-iv_, = 0. (I = 0, 1, V~l) 

Da aber die Determinante P dieser Gleichungen mit den Unbekannten 
?«> ®ii nach Satz I. yon Null yerschieden ist, so muss 


sein, d. h. 


'fo = ••• = = 0 


II. Zwischen 


“o> «,) 


kann nicht eine filr jede Combination 
PiJ •••) giiltige lineare homogene Relation bestehen. 

Differentiiren ivii- u, und ersetzen die Ableitungen yon 2 /„ y,, deren 

Or^ung 2n oder grosser als 2w, dmch ihre aus der Gleichung (A.) sich er- 
ge enden Ausdriicke in den Ableitungen niedrigerer Oi'dnung, so erhalten wir 


Ji«8] (E.) 


ilk 

dx 


'fio “o + 'Pu »,+ ••• + , (X = 0, 1, 2, ., 


- 1 ) 


worm rationale Functionen yon a; hedeuten. 


wo wiedetum 


w 


_ 


d^tv 

clx^ 


gesetzt ist. 

Wir bilden nunmehr den Aiisdruck 


(4.) 




WO das Vorzeichen cles Gliedes mit dem Vorzeichen des Gliedes [1120 

der in. Gleiclinng (C.) auftretenden Summe ubereinstimraen soil. Aus 
Gleichung (2.) folgt, dass E die Gestalt 


( 6 .) 


annimmt. 


Die Coefficienten A ^ haben die Form 


'a =0, 1, j>-l\ 


( 6 .) 




Mit Riicksicht auf die im Anfange von No. 2. fixirte Bedeutung der 
Functionen folgern wir aus Gleicbung (C.), dass die Summen rechterhand 
in Gleichung (6.) verschwinden, wenn nicht ^ — v — 1 —a. Ist aber jS — v — 1 —« 
so werden diese Summen einander gleich und bis auf eincn nicht ver- 

schwindenden constanten Factor gleich e Hieraus ergiebt sich 

(K) E = 


wo r eine Constante bedeutet. 

Substituiren wir firr die in E Gleichung (4.) ihre Ausdriicke durch 
die Gleichung (3.), so erhalten wir 


G-) 




wo rationale Functionen von x bedeuten. Aus Gleichung (K.) ergiebt 
sich daher der Satz: 

I. Setzen wir in der quadratischen Form 


(L.) 






\P = 0, 


fiir u ein willkiirliches Integral der Gleichung (H.), so wird das 


Resultat gleich e 


-fp^ds 


multiplicirt mit einer Constanten. Der 



Null vfrM'liieilfii ist, so ist das Rosteluin oiner linearen homogenen Relation 
Illy] mit roiistanti-u Cofftioieutcn zwischen •• •) «v-i.o ausgeschlossen*), 

i-iiio soldic Rflati(»n wiirde aber aus der Annahme, dass diese Functionen 
fituT Didbrcutialgldchung niedrigerer als Ordnung geniigten, bervorgehen 
miissfii. W’ir liabon also das Rosultat: 

1. Die Functionen «io> • ••> “.-i.o geniigen einer linearen ho- 
niogenen Differentialgleichung mit rationalen Ooefficienten. Die- 
selbe wird erhalten, wenn wir in (F.) successive /c = 0, 1, 2,... setzen 
und aus den entstebeiiden Gleicliungen eliminiren. 

Ist Q niclit identisch Null, so wird die Differentialgleicliung genau 
v*'”' Ordnung [Gleichung (II.)]) und es sind «„(,) «!„) • • •) „ ein Funda- 

rnentalsystem derselben. Ist aber Q identisch Null, so wird die 
Differentialgleicliung, welcher ^ gleichzeitig geniigen, 

niedriger als Ordnung. 

4. 

Es werde vorau.sgesetzt, dass Q nicht identisch verschwindet. 

Alsdann folgt durch Auflosung der Gleichungen (F.) (welche fiir 
k ■= 0, 1, entstehen), fiir die Unbekannten 

= Zlo «o + Xl. «o' + • • • + Xl, r-i , 

~ gesetzt worden, und wo rationale Functionen von x bedeuten. 

Die Gleichungen (J.) bleiben bestehen, wenn wir durch und 
dutch M* ersetzen. Machen wir diese Substitution fiir ^=0, 1, mul- 

tipliciren die Gleichungen successive mit den Constanten und 

setzen '' ^ 

= X,«» + y, «.o + • • • + n_,„, 

“oi + X, «.i + • • • + r,-t «v-., i, 

wo mit ubereinstimmt, so folgt 

(3-) Wr — Xio w' + Xii «>' + ••• + Xi. V-. «'''■*’, 

») YergL meine Arbeit in Boechabdis Journal, Bd. 66, S. 126—130 ‘). 


1} YI, 8. IW—J68, I di« 9 er R, F. 



also nacli Gleichung (D.) 


(14.) 






(1 log Q 
dx 


folglich ergiebt sich aus (12.) 


(15.) 


d log Q 
(lx 


Aus Gleichung (L.) folgt durch Differentiation 


( 1 -) 


dZ' 

dx 


ez' 




WO R eine gauze liomogene Function zweiten Grades von f, f', mit 

rationalen Coefficienten bedeutet. Setzen wir fiir t" .seinen aus Gleiclmng 
(ir.) .sich ergebenden Werth 


( 3 .) 






so ist nach Satz II. voriger i^ummer 




(3.) 0 = - [P, + P, e- +... + J?, /] + p. 

Diese Gleichung ist einc identische. Denn t bedeutet in (2.) ein beliebiges 
Integral der Gleichung (H'.), dessen Anfangswerthe fur einen beliebigen Worth 
(C = :c^, t = t'— ..., ~ willkiirlich wahlbar, zwischen M’elchen 

also eine Relation nicht stattfinden kann. 

Subtrahiren wir (3.) von (].), so ergiebt .sich demnach, dass iden- [1122 
tisch fiir jede beliebige Function t 


(M.) 


— -—+ p f 




Nach Satz II. voriger Nummer wird die reclite Seite dieser Gleichung identisch 
Null, wenn fiir t irgend ein Integral der Gleichung (H'.) substituirt wird. 
Setzen wir demnach 


r)7' 

(N.) ^ M + S, =' + ... + P,., t, 

wo 8^, 8 rationale Functionen von x, so ergiebt sich der Satz 

Pnclis, rattthoin. Worke. UI. 2 



\Vt‘rth liifSfr C'onstuiiteu ist von (Icn Anfangsweithen des Inte- 

trru!'' « aliluLnu'ig. 

S.i!i>tituirfn wir in Gleicliuiig (H.) 


»(* hahi'H wir 

7 .U sctzeri, wo t' = niul wo By, rationale Functionen von x bedeuten. 
Div (Tb'icliutij^ traiisformirt sicli in 


n.) 


iPf 


wo R .li, ...,R rationale Functionen von x bedeuten. 
Die qiiadratisclie Form Z wild 


ilO.) 


Z = 




WO 

(11.) 7/ = 

^ rationale Functionen von x. 
1121 ] Alls Satz I. ergiebt sieh 
II. Setzen wir in 


=0 ,1 . v-l) 


(L') Z'= 

fiir t ein willkurliclies Integral cler Gleicbung (H'.), so wird dieser 
Ausdruck einer Constanten gleicli. Der Wertli dieser Constanten 
ist von den Anfangs'wertben des Integrals t abbangig. 
tibrigens ergiebt sicli aus der Gleicbung (8.), dass 


(12.) Ji. =+ 

Andererseits ist*) nacb Gleicbung (G.) 


(13.) 


d log P d log <3 
dx dx ' 


*) Siebe meina Arbeit in Boechaedts Journal, Bd. 66, S. 128 ’). 


ij AM, yi, 8. J66, B.asdl didsar Ansg^aba. E, F. 



1st iiiclit Isull, so koniien wiv aus den Gleieliung'eu (4.) (wenii da- 

selbst L = 0, 1, ,.., 1 ^ — 1 gesetzt wird) t, t. // ” als lincare honiogene 

Functionen von^ ilf, M', . .., iir"” mit rutionalen Coefticienten bestimmen, 
wenn M*’ — gesetzt wird. Da nun jcdes Integral t der Gleicbuiig (H'.) 
ein Multiplicator der zu (H'.) adjungirten Difterentiulgleiclumg ist, so erlialteii 
wir als Correllat zum Satze II den Satz 

III. Ist von Xull verscbieden, .so sind auch die Multipli- 
catoren der zu (H'.) adjungirten Differentialgleicliung lineare 
homogene Functionen mit rationalen Coefficienten derintegrale 
31 die.ser Differentialgleicliung und ihrer Ableitungcn. 


6 . 

Es sei ..., X,, cin Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 

(ir.) von der Beschaffenlieit, dass das Element x^ zu 31^ adjungirt ist*), so 
haben wir die Gleichungen 

(!•) = 0, (k = o,l,...,v-2) 

1 

(2.) = -in 

j 

Wir substituiren in diese Gleichungen die Ausdrilcke (4.) voriger Nummer, 
indem wir daselbst successive t = ^ • • •? i = K setzen. Ist [uj,I von 


Null verschieden, 

SO koiiuen wir A , A , . 

* ‘5 

so bestimmen, dass 

(3.) 

v-l 

Ki 

a 

= 0, 

(l = 1,2,. 

(4.) 

r—1 

= 1. 



0 


Multipliciren wir claim die Gleichungen (1.) successive mit A^_j, die 

Gleichung (2.) mit A^^^^ und addiren sammtliche Gleichungen, so folgt 


( 0 .) 




Ill dem Sinne, welcben icli diescr Bezoicbnmig in moiuer Arbeit Uokciiaudts Journal, IJd. 
S. 183 beigelcgt habc^). 


**) SieliG die Arbeit des Heii’n Frobenius, Borchardts Journal, Bd. 77, 8. '2V,l 


76, 


1) Abh. XVI, S. 4*21—4'22, BanS I diosor Ausgaho. R. F. 
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lo /Mi UEK DIITJERENTIALGLEICPIUAGEN. 

I. H»*aeutet t irgend ein Integral der Gleichung (H'.), so ist 
M ein Mvilfii»lic!itov dicser Gleichung, oder was dasselbe besagt, 
fs ist M ein Integral der zu (H'.) adjungirten*) Diffcrential- 
gleichunij. 

lUhleu n ir die siiceessiven Ableitiingeu von M, indem wir die Ableitungen 
vou f, dereu (>rdnung gleieli oder grosser als v, vermittelst der Gleichung (H'.) 
auf die Ableitungen niedrigerer Ordnung reduciren, so ergiebt sich 

If 

i 4.! ^ ^' + • • • + 

Setzeu wir hierin k — (t, v — l mid bezcichnen ein Fundanientalsystem 
von Tntrgraleu der Gleichung (H'.) init nach Gleichung (N.) 

zugehurigeii Werthe von M bez. mit M^, M^, so wie die Haupt- 

determiicuiteii von und von il/, 3/^, M. bez. mit T und M, so 

ist den (ilei(‘hungeii (-1.) gemuss 

(5.) M = 

Der zweite Factor auf der rechten Seite ist von Null verschieden, weil 

4. K Fundumentalsystem bilden*^), folgiich ist die Flauptdetermi- 

iiante M der Funetioneii 3/^, 3/, ..3f gleichzeitig mit Null oder von 

Null verschieden. Ist aber M von Null verschieden, ,so ist M,M . M 

ein Fundanientalsystem von Integralen der zii (H'.) adjungirten Differential- 
gleichung***). "Wir erhalten also den Satz: 

IL Die V Functiouen 3/^, 3f^, ..., 3f, welche ans Gleichung (N.) 
hervorgehen, wenn t durch die Elemente eines Fundamental- 
s\ steins von Integralen der Gleichung (H^) ersetzt wird, 

n 23 ] bildeii ein Fundanientalsystem von Integralen der zu (H'.) 
adjungirten Differentialgleichuiig oder sie bilden ein solches 
lucht, je nachdem von Null verschieden, oder gleich Null. 

*1 Pieso Bezeichuung in den. Sinne genommen, welchen ich dersolbcn in meiner Arbeit Borchaedts 
JournaJ, Bd. 76, S. 1S3 l.eigelegt habe 

**) .Siche ni“iiie Arbeit in Boeciiardts Journal, Bd. 66, S. 126—130®). 

***) Siehe plu'ndaselLst. 


1) Ahl. XVI, S. 42J, Bandl dieser Ansgahe. R. F. 

*) Abh. 71, 8. 164—168, Band I dieser Ansgabe. B. F, 



so verwandelt sich (P.) in 
(P'O 


Si ± t = 0. 


7. 

Nach Gleichung (M.) hat die Function Z' die folgonde Eigen- 
schaft: Sie nimmt einen constauten Werth an fiir solche Func- 
tionen t und nur fiir solche, welche entweder einer linearen [1125 
homogenen Differentialgleichung (H'.) Ordnung oder einer 
soldien Differentialgleichung, 

( 1 .) M = 0 

(v —Ordnung Geniige leisten. Wir wollen zum Beschluss dieser 
Notiz die Gestalt einer Function Z', welcher diese Eigenscluiften 'zukominen, 
etwas niiher charakterisiren. 

Nach Gleichung (N.) konncn wir setzen 


( 2 .) 


7/ 


2-S, 


3r+z[, 


w'o Z[ eine homogene Function zweiten Grades von 
nalen Coefficienten bedeutet. 

Sei 


(3.) 


dz; 

dx 


dz: 


df'--' 




mit ratio- 


wo jR' eine homogene ganze Function von t,t', 

Aus der oben angegebenen Beschaffenheit von Z' und aus Gleichung (2.) 
ergiebt sich, dass Z' einen constanten Werth erhaltcn muss, wenn filr t ein 
Integral der Gleichung (1.) gesetzt wird. Demnach folgt aus Gleichung (S.)'- 


(4.) 


0 = - 


dZ' 1 

fS, 




>+••• + 




+ ir. 


1st von Null verschieden, so ist diese Gleichung wieder eine idcntische. 
Denh t ist ein willkurliches Integral der Gleichung (1.), es konnen daher die 
Anfangswertbe von t, ** willkurlich gewahlt weiden, demnach kann 

zwischen diesen Grossen eine Relation nicht stattfinden. Subtrahiren v ir 
Gleichung (4.) von Gleichung (3.), so ergiebt sich die filr jede beliebige 


CARr'ECJE INSTITUTE 



wo (‘iuf niticmale Fimotion vun Die liulce Seite cler Gleichung 
(O.) ist cini- quadratische Form von mit consstanten 

(ocfYicifiiton. 

na 4 ] ■Wimlcti wir in den Gleicliungen (3.) successive I = 1, 2, ..v-1 aus- 
schlicssen uiid die uasgeschlossene Zahl in der Gleichung (4.) an Stelle des 
zwciten Index wiihlen, so erhielten wir durch einen ahnlichen Process 


(<>,.) 

''7)1 ^Y-\, l J 

l 

lO,.) 

1 


V -7 - X 

JLJm Sn TO 1,1'—iJ 

X 

Diese Gieichungen 

sammtiich rationale ^ 
konnen iibrigens auch direct 


werden. 

Zu diesen lielationen fiigen wir einc andere hinzu. Wenn wir die linke 
Seite der Gleichung 


(5.) 


2/. 

y . 

. 

y\ 

2/; .... 

. y[n 

vT 

yT • • • • 

.< 


y, . ■ . ■ 

. ym 

y\ 

y; .... 

. y'tn 

vT 

yT . 

. 


nacdi Producten von Partialdeterminanten Ordnung ordnen, so erhalten 
wir zwisehen den Elementen des Pundamentalsystems u ,u von 

Integralen der Gleichung (H.) die homogene Gleichung zweiten Grades 

(*'•> = 0 , 

n-o die Vorzeichen auf bekamtc Weise zu bestimmen aind. 

Setzen wir gemass Gleichung (8.) No. 4 

( 6 .) 


{n„ = e 
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Die Foi'm (Q.) setzt voraus, dass die siiccessiv zu 'bildendeii Ausdriic-ke 
Mj, die Ableitung lidclister Ordnung von t, velche sie noch ent- 

halten konnen, auch wirklicli cnthalten, dass also keiue der Grossen 
0 , 0 ,..., a , verschwindet. Wenn diese Voraussetzmio; niciit erfiillt ist, so 

0 7 1 / / V*~l C? * 

nimmt Z' andeie specielle Formen an. 


8 . 

Bezeiclinen wir die linke Seite der Gleiclmng (FI'.) mit und [1273 

bedeute M{t) den durch Gleichung (N.) gegebenen Ansdruck, alsdann ist 
nach Gleicbung (M.) 

(1.) = 

Sei dor zu H.{t) adjungirtc Differcntialausdruck, so ist*) 

(2.) vH{t)-fH’iv) = 

wo t,v beliebige Functionen von x, und wo H{t^v) eincn in t, v und ihren 
Ableituugen bis ziir (v-l)‘“ Ordnung linearen und liomogenen Ansdruck be- 
deutet. 

Setzen wir 

V = 21 {t), 

so ergiebt sich 
(3.) 

Diese Gleichung ist nacb Gleichung (1.) gleichbedeutend mit 

(4.) = 

demnacli muss auch fur jede Juuctioii t der Ausdiiick 

tKW)) 

ein vollstandiger Differentialquotient sein. 

*) Jacobi, Ckelles Journal, Bd. 32, S. 189 0- 


1) Gesammolte Werko, Bd. IT, S. 127—128. R, F. 



Function t bestehende Gleicbung 

iv.\ _ 5 /-: 


(M.) 

Setzeu wir 
(N'.) 






Tx ~ dr-^‘ 


d'A[ 

or-" 


so folgt: . . 

1st t ir-end ein Integral der Gleichnng {!.), so ist ein 

Multiplicatov dieser Gleicbung, und die Function Z; hat fol- 
<»ende Kigenschaft: Sie nimint einen constanten Wertb fiir solche 
Functionen t an und nur fiir solche, welche entweder der Glei- 
cUuug (l.j oder der Gleicbung 

(7-.) = 0 


Geniige leisten. 

1126 ] Nach Gleicbung (N'.) konnen wir setzen 


t6.i 


z; 


——il/' 
2T/'^ 


+ Z' 


wo Z' cine homogene ganze Function zweiten Grades von t,t\ be- 

deutet. Indem wir an Z' die obigen Schliisse wiederbolen und so fortfahren, 
gelangen wit schliesslich zu folgendem Resultate: 

Die quadratische Form Z' lasst sicb iiu Allgemeinen auf die fol- 
gende Gestalt briiigen 


(Q.) 


Z' = ^ M; +-^ Ml+ ■ 


+ 


2o„ 


-Ml 


llierin sind A/, 31, ..3f lineare homogene Functionen einer 
Variablen t und ibrer Ableitungen nach x mit rationalen Coeffi- 
eienten, und zwar ist 31^ von i!, i'"”'"*’ abhiingig. Es ist ferner 

ein Multiplicator der Differentialgleichung 


(R.) 


M, = 0 , 


wenn in fiir t ein Integral dieser Gleicbung gesetzt wird. 

Die Grossen Oj, ..sind rationale Functionen von a;, namlich 

Coefficient von im Ausdruck von M^. Endlich ist 


Gleichung (2.) unci ersetzen die Ableitungen von y lioherer tils w*-’’ Ordnuiig 
mit Hiilfe der Gleichung (].) durch die Ableitungen niedrigerer Ordming, so 
ergiebt sich, dass jedc Ableitung von n> eine lineare homogene Function 
von^y, mit rationalen Coefficienten ist. Durch Eliminntiou von 

2^1^) den Ausdriicken fiir w, w', ergiebt sich die bezelcli- 

nete DifFerentialgleichung fiir w. Alle diese Differentialgleichungen wollen [1275 
wir mit Riemann*) als mit (1.) zu derselben Klasse gehdrig bezeiclmcn. 

Seien A„, willkiirlich gewahlte rationale Func.tionen und be- 

zeichnen y,, ■.f/,,^ ein Fimdamentalsystcm von Integralen der Gleichung 
(t.), SO ist eine Relation der Form 

(3-) Yi F(2/J + Y, P(!/j + • • • + y„. P{yJ = 0, 

WO Y,,Y^^ •••>?',« Constanten bedeuten, nicht moglich. Setzen wir niimlich 

(^•) YY!J^ + YY!/, + ■■■ + YmV., = -f,, 

so ist Gleichung ( 3 .) gleichbedciitend mit 

(6.) A//) + AjY/H -+ r/"'"'’ = 0. 

Es ist -q ein Integral der Gleichung (1.), welches der Voraussetzimg nach 
nicht identisch verschwinden kann. Da aber Gleichung (l.) nicht mit der 
wilikuiiichen Differentialgleichimg 

, tV“-^y , dy , 

7 k' ~ ° 

ein Integral gemeinschaftlich habcn kann, so kann die Gleichung (a.), folghcli 
auch die Gleichung ( 3 .) nicht bestehen. 

Aus Gleichung (2.) ergiebt sich durch Differentiation 

(6.) = A^^y + Ji,y'+ —I-(7j = a, i,w-i) 

Die Hauptdeterminante der Functionen ?/,, • • m ^ diejenige der 

Functionen = P(yJ, w.^ = P(yJ, • • - , = PQ/J sei d, so folgt aus 

(7.) d = (7,Z= I), 

dass die Determinante |A,.J nicht verschwinden kann, weil sowohl A als auch 

*) Gcsammeltc Wcrke, jN’aclilass, S. o5S 

t) Zweito Anflago (1892), S. 390. TD F. 
l’’uolis, umthoni. Werle, HI. 
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l<t »k'r /(«) cin DifferentahuisHTOCK vob ub* ^ 

K, r,u.B,L » .lor vulloliodige Di«e.-o„tial,uo.ient emcr “ “ 

,„,1 AUoituBSOB \i..o..rc,. uiul l.omogenen Fimctionon DW, >-md ist f {«) 

ZU f{») iuijtiiigirte Ditforentialausanick, so ist identisck 

/■'(») = -f{n) 

I>a mm dor rm limA adjuBgirto Differantiolausdruclc 
don. A.ir.ln.cko il\ll 1) glcid. wild, wean wir mit M (i) den zu Af(i) a.l- 
jungirto.. A,>,.ln,..-k l.ozoicl.Bon»), so crgiobt sioli BBS Gleichung (4.), daBS 

idfiitiscli ttir joile Function t 


jM.) irimt}) - 

Ft urntjekelivt iliese (aeicluing identisch erfiillt, so ist tH ein 

vidFtiiudiger Ditfereiitialquotient nnd dcmgemass auck nack Gleickung (3.) 
3 /(M Hit I ein vollstuiidigex Diffeieutialquotient. 


0 . 

AVir uelien nunmelir zur Untersuchung des Falles iiber, in welckem die 
(ileichung (H.) reductibel ^vil'd***). Ziivor aber wollen wir einige auf all- 
gemcinc lineare DiiTercntialgleiciiungen bezligliclie Satze aufstelleii, von welcken 
wir (jcitrauck inackeii werden. 

Sei cine lineare, homogene Differentialgieickung 


( 1 .) 




+ ••• + '•,,.2/ 


Ii{y) - 0 


mit rationalen Coefticienteu vorgolegt, so genilgt jeder Ansdruck der Form 

a' = A„j; + A, — + A„_, i/'"‘ “ = P{y), 

in welcheni y ein Integral von (1.), A^_^ rationale Fkinctionen von 

X nnd die oberen zAecente Ableitnngcn bedeuten, ebenfalls einer linearen 
Ditferentialgleiehung kdchstens Ordnvmg. Differentiiren wir niimlick die 


YergL den vor ICurzem erschiencnen IL Theil der »Legons sur la thdorie des surfaces« von 
Herm S. 111. 

Siehe FrubeniI'S, Borchardts Journal, Ed. 85, S. 189. 

Iber die Begriffo der Irreductibilitat und lleductibilitiit siehe Frobenius, Borchatibts Joiu'ual, 
Bd. 70, S. 230. 


Aiidererseits ist die Differentialgleichutig fur v derselben Klasse angehorig, 
und es ist die Ordnung derselben nacb Gleichung (S.) die Aus deiu 

Satze IL folgt als Corollar: 


in. Ist eine Differentialgleicliung der Klasse irreductibel, 
so sind alle Differeutialgleicliungen derselben Klasse irreduc¬ 
tibel, und es giebt unter ihnen keine von niedrigerer Ordnung 
als von der 


10 . 

Die Coefiicienten S\, in dem Multiplicator 

(^•) = >%( + SJ'+■■■ + S,_, 

des Ausdruckes H(t) geniigen einem gewissen Systeme (S) linearev homogener 
Gleichungeu mit rationalen Coefticieuten, welclie nacb No. S erbalten [1277 
vverden, wenn wir in Gleichung (M.) die C'oefbcieuten der Ableitungen gleich 
holier Ordnung von t auf beiden Seiten einander gleich.sctzen. Der ^'orau.s- 
setzung nach lasst dieses System rationale I<dsungen fi'ir »S'^, ..., ^ zu. 

Liisst das System (2) zwei rationale Ldsun^en S', S'. ..., S’ : 
) • • •)■'’Oil solcher Beschaffenheit zu, dass zwischen den 
Functionen M(t) und welche den Gleichungeu 

(1.) M(i) = S,i + Sj' + --- + S,_,e-", 

(2.) it/, (i) = S^f + .‘S'J ('+■■■ + iS','_i ”” 

intsprechen, niclit eine Gleichung 

(3.) J/XO = yM(f}, 

vo y von X unabhangig, identisch besteht, so ist die Gleichung 
H'.) reductibel. 

Es sei namlich i == | eine Losung der Gleichung (H'.), so ist nach dem 
satze I. in No. 5 [vergl. die Gleichung (M.)] soivohl M[li) als auch M^{1) 
hn Integral der zu (H'.) adjungirteu DifFcrentialgleichung 

(4.) H'(t) = 0. 

Die Ditferentialgleichungen, welchen Df(|), M^(^) geniigen, sind mit der Glei- 
diung (H'.) von derselben Klasse. Ist (H'.) irreductibel, so sind, nach Satz III. 

3* 



6 von N-uU vt..rs,-hiedeu sinrl. Man kann also aus nen 

fokdioh uuch die Integi’alc alter /u derselben Klasse gehorigen Differential- 
{jleifhungen. als lineare homogene Ininctionen von w,w,...,w mit la lo 
nulen Coefticienten darstellen. MM- erhalten also den Satz: 

I. Sind ^1^, A.-, ^villkurlich gewahlte rationale Func- 

tionen. so ist'die Diff'erentialgleichnng, ivelcher lo gcniigt, niclit 
niedriiierer uls Ordiuing, und man kann umgekelirt y, also 

iede< Integral einer der Ivlasse zugehorigen Differentialgleichnng 

vs t.i _^ m 1 f. r n f 1 n n n 1 p n 


als lineare homogene Fuiietion von w, 
Coeffieionton darstellen. 


mit rationalen 


n;6] Dnrch dieseii Satz ist die bevorzugte Stellung der Gleichung (l.) be- 
seitigt. .‘S kann an deren Stclle jede Gleichung derselben Klasse, von der 

Oiiluunu', tveten. 

[I. 1st cine Differeutialgleichung der Klasse reductibel, so 
giebt es uuter den Differentialgleichungen derselben Klasse 
auvh Milche, deren Ordnung kleiner ist als ?«. Die Differ ential¬ 
gleichungen derselben Klasse sind sammtlich reductibel. 

Ist nitmlich Gleichung (1.) reductibel, so existirt ein Difterentialausdruck 
Q(//) der Ordnung g<m, von der Beschnffenlieit, dass 


i8.> 


R{y) = Smy))> 


wenu mit Siy) ein Ditferentialausdruck der Grdnung bezeichiiet wird*). 

Ist w ein Integral einer Ditferentialgleichung der Klasse, deren Ordnnng 
nicht kleiner uls^ m . .so folgt aus dem Obigen, dass y und seine sammtlichen 
Ableitungen als lineare bomogene Fnnetionen von ?a, to', ..., w'”*"” darstellbar 
sind. M'ir habeii demnach 


A) '■ = Q{y) = + !?,«■'++ = Q^[w), 

wo rationale Fnnetionen von x bedeuten. 

Da der '^'oraus.setzung nacli Q[y) fiir Integrale der Gleichung (l.) ver- 
schwindeii soli, so hat die Ditferentialgleichung fur w mit einer Gleichung 

Q,(w) = 0 

niedrigerer ah wd" Ordnung Integrale gemeinschaftlich, ist also reductibel. 


Siehe I'KoBrsiis, BoBcnASDTs Journal, BQ. 76, S. 258. 



V on den Uitterentiaigleiciiungen dieser Art stellen wir y.nnuclist tolgendcn 
Satz auf: 

1 . Die Coefficienten der Substitutionen der zur Gleichung 
(1.) geborigen Gruppe sind unter der Voraussetzung (a.) von A' 
nn abb an gig. 

In der That mdge ein Umlauf der Variabeln re, in y^ iiberfubren, als- 
dann ist 


(3.) 2/a = «ai 2/i + «aa 2/‘i + • • • + 2/u. (n = 1, 2,..., w) 

WO von X unabbangig. Da die Gleicbiingen (2.) im ganzen Verlaufe der 
Variabeln x besteben, so folgt 

(4.) 'v. • AQ 2b ^ob 2/b "b *'*^1 ^b ^ab 2/b "t * * ’ b 2b ^ob 2/b » 

w/i. 1 i 1 


also unter Anwendung derselben Gleichung (2.) 

(^0 IF ~ ““ ~dh + ^ 

Differentiiren wir aber Gleichung ( 3 .) nacb A, so folgt 


' dl 


(«•) t““ 


d2/i , , I , -"n< I ,, ^vjn. 4. 




+ 2 /„ 


d«„ 


dk 


Durch Vergieiebung von (6.) und ( 5 .) ergiebt sicb demnacb 


(7-) 

Da 2/,, ?/„ .. 

( 8 .) 


2 /. 


da„ 


- + 2/a 


da„ 


+ •■•+ 2/711 


da„ 


0 . . 


(a 


2/„ 


^d/o ‘ dA ‘ ' dA 

ein Fundamentalsystem ist, so ergiebt sicb hieraus 


1,2,[1379 


dA 


= 0 . 


dA 


= 0 . 


da„ 


dk 


= 0 , 


wodurch unser Satz bewiesen ist. 

Es ergiebt sicb aber auch der folgende Satz; 

II. Ist 2/,, 2A) • • •) 2/711 ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Gleichung ( 1 .), das den Gleicbiingen ( 2 .) genilgt, und 1st f eine 
von ir unabhangige Grosse so geniigt filr den ganzen Verlauf der 
Variabeln x das System 


/' 2/11 fV'v • • •> /’i'™ 



hunger Aiirnmer, aiicli die ersteren ijieicnungen uTeaucuuei, 


wenn 

ii>A 




dx 


"I = ^o'^i + + • • • + */) 




m) 


LlliU tiS lat 


gesetzt und niit T^, T,,T_, rationale Functionen von cd bezeichnet vverden. 
— Jlenmach ist auch 


{■?■) 


'',1 = = bo'^i + 11115' + ••• + lb- 


V ! 


WO U^, Uj, ..., ll,_i rationale Functionen von x sind. Es besitzt daher die 
Cileichung ( 4 .) zwei Integi'ale Tj und welche in der durch Gleichung (7.) 

gcgebenen lieziehung zn einander stehen. Der Voraussetzung nach besteht 
eine Gleichung der Form ( 3 .) nicht identisch. Wiirde sie fiir t = | erfilllbar 

sein, 3*. mii''.ste die Gleichung (H'.) mit der Gleichung 
( 8 .) M,{t)-y3Iit) = 0 

Integrale gemeinschaftlich haben und daher reductibel sein. Wiirde die 
»i 78] Gleichung ( 3 .) nicht fiir t = | erfilllbar sein, so wiirde aus dem Be- 
stehen der Gleichung ( 7 .) folgen, dass die Gleichung (4.) reductibel sei*). 

Dann aber, dass auch (H'.) selber reductibel sei**). 


11 . 


Ls .sei k ein in den Coefiicienten einer Dilferentialgleichung 


(l.) 


rG‘!/ 


+ 


+ = 0 


dx™ ■ '* dx" 

auftretender Parameter, mit welchein sich die ersteren stetig andern. Wir 
macheu nunmehr die folgende Voraussetzung; 

{«.) Es gicbt ein Fundamentalsystem von Integralen u , ?/ 

ier Differentialgleichung (1.) yon der Beschaffenheit,' dass ’in 
iem ganzen Verlaufe der Variabeln a; die Gleichungen 

f2.1 i 

Aya + Aya + '-'-hAn-tyT"", (a = i,2,...,m) 

A: A>---i A.- , rationale Functionen von x, erfiillt werden. 


*) Siehe taoBnNus, Bouchardts Journal, Bd. 76 S 2G8 
A, a. 0. S, 261 . ) • • 


(a = 1,2,.,., Hi) 


llbergelit, wo 

BO ist jetzt vorausgesetzt, dass die von x unabhiingigen Grossen auch von 
h unabhiingig seien, Wenn wix in Gleiclumg (l.) voriger Nnnimer k + 6 k 
an die Stelle von h setzeni so mogc dieselbe in 

(V'y - 

(2-) + • • • + r,„ y = 0 


iibergehen. Es sei TJ derjenige Umlauf dcr Variabeln wclchcr die Sub¬ 
stitution (1.) bei'vorgebvacbt, so weiden die innerhalb U gelegenen singulaven 
Punkte der Gleichung (1.) voriger Numiner in solclie der Glcichung (2.) iiber- 
gegangen sein, und wenn der Modul von dh binliinglioh klein, so werden die 
letzteren ebenfalls nock innerbalb U gelegen sein, und es wird keiu uuderer 
der singulareu Punkte von (2.) innerhalb U licgen. Eur das Fundamental- 
system 

Vi+Sy,, y, + Sy,, .... y„ + dy„ 

der Gleichung (2.) soil alsdann nacli unserer Voraussetzung ebenfalls die Sub¬ 
stitution (i.) bestelien, d. h. 


(3.) ly„+Sya) = aai(2/i +< 12 / 1 ) + k«(.y 2 ++ ■■■ +(n — 1, 2,..., wi) 
Aus den Gleichungen (l.) und ( 3 .) folgt 


(4.) {Siu) = dij, + S)J. + • • • + Sy,,,. (.a = 1,2,.... m) 

Dividiren wir diese Gleichungen durch 8 k, so erhalten wir, indcm wir fiir Sk 
unendlich kleine Werthe setzen, fiir die Functionen °Jj‘' nacli demselben Uin- 
laufe U von x 


( 5 .) 


dk 




d~k 




dk 


Bestimmen wir numnehr m Gro.ssen A^, A^, ..., aus den Gleichungen 


( 0 .) 


-gY == A,!/^+A,y',+ 


+ A,„_, yl 


m ^ 




Nach einem Urnlaufe U der Variabeln a’ mdge die durch die Gleichung [12S1 
(I.) bezeichnete Substitution und demgemass durch Gleichung ( 3 .) 

bezeichnete Substitution erfahreii. Demnach werden Ziihler und Aenner in 


tlcn (i 1 eit'hungen 

i y. I ® = (f'A^ + |(j !/, + f'A ylx+--- + 2/a(n = 1, 2 ,.,., m) 


Kh kt niimlich 


KM ^ |:,.+A; 


dh die ‘ ' dk ’ 
hieraiis ergiebt sich nach Gleichung (2.) die Gieichung ( 9 .). 

Endlifli ergiebt sich nocli: 

III. Sind j-j,'4, von Jc und von x unabhangige Grdssen, 

so geiiiigt 

yi 111 ViU 1 d* * * ’y mV HI 
ebenfalls der Gleichung (2.). 


12 . 

Ks sei umgekelirt vorausgesetzt, dass ein Fundamentalsystem 
von Intcgralen der Gleichung (1.) voriger Nummer angebbar sei, 
von der Beschaffenheit, dass die Coefficienten der Substitutionen 
der zu diesev Differentialgleichung gchorigen Gruppe von einem 
in den Coefficienten derselben auftretenden Parameter h unab- 
hilngig sind; ferner sei vorau-sgesetzt, dass die Integrale der- 
selben Differentialgleichung keinen Punkt der Unbestimmtheit*) 
be.sitzen, d. h. dass die Gleichung (1.) voriger Nummer zur Kate- 
gorie der in Borchajidts Journal, Bd. 66, S. 146 , Gleichung (12.)*) 
i2So] charakterisirten Klasse gehdre. Alsdann finden in dem 
ganzen \ erlaufe dor \ ariabeln x die Gleichungen (2.) voriger 
Nummer statt. 

'Wean namlich wiederum nach irgend einem Umlaufe von x ein B'unda- 
rnentalsystem von Integralen der Gleichung (1.) rmriger Nummer 

l}\) Ut) • • •) Un 

mi. in 

_ ^13 ^2 3 * • • > Vm 

*) ’Vtral. ulior den Sinn dicser Bezeiclimingswcise Sitzungsbericlito der Borliuer Akademic, 188G, 


1' Afeh. n, S. I9ti, Band I dieser Auagfiba. R. p. 

Ath. XLTfl, S. 3^, Rami 11 dioser Aojggabfi. R. F. 




Jin Fundamentalsystem von Integralen derselben, fur welches die Gleichungen 

~ir ~ -^0 2/n + A 2/a + • • • + An-x yT~" (n = 1,2,..2ft) 

oestehen, so folgt, 

\ d' (dij.\ ^ 

iaher ist auch 

( 2 .) 


d»b, 

d/c 


= + j?. + • • • + JJv-i «6 • 


yfachen wir wie in No. 4 die Voraussetzung, dass die Defcerminante Q nicht 
^erschwindet, so ergiebt sich durch wiederholte Anwendung der Gleichiing 
J.), dass das Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (H.) 


len Gleichungen 

(S..) 


^^103 * ' * ) 


d«t,o 


— ^'o ^‘lio + C, c,._, ((j, “ 

jeniigt, wo C^, .. 0 ^._^ rationale Functionen von a: bedeuten. Machen 
vir aber die Substitution (8.) No. 4 , so folgt ebenso 

Die Gleichung (H'.) besitzt ein Fundamentalsystem von Inte- 
jralen 1^,1^,...,!^, welches die Gleichungen 

_ 


(SaO 


d/c 




(a = 1,2, 


)efriedigt, wo D^, D^, ..rationale Functionen von .r sind. 
Durch Diiferentiation der Gleichungen (S^.) nach x ergiebt sich 


( 3 .) 


dx* \ dk 


-^10 ia + Ai ^-1 A, T-i ") 


ra D,^. D,. rationale Functionen von x sind. 

Wir wollen nun der quadratischen Form Z' in Gleichung (L'.) cine [1283 
ndere Form H(i) von folgender Gestalt zuordnen; 


' (L,) H(0 = + + + + 

4 


Fuclis, tnaUiain. Worko. TIT. 


.len WVrtheu, welche die Gleichungen (G.) tur , —- 

.i'.,n fraluufe U mit demselbcn Factor multiplicirt sein. Hieraus folgt, dass 
. 1 , J ..i..., (lurch die Uinlllufc der Variabeln a' urn die srngulareri Punkte 

dcr taeiclmiig ( 1 .) voriger Nuraiuer niclit geandert werden. 

ih-deutet ir eiu Gebiet, in welchem kein singularer Punkt der Gleichimg 
(I.) voriger Xumiucr sioh betindet, so ist fiir jeden Punkt dieses Gebietes 
iiach dem Tlieoreme von Cauchy, wenn wir 
!7.) IJa = 
setzen. ^ ^, 

ib.i /;,(■<■,/o —’ 

dus Integral crstreckt iiber die EcgTenzung von W. 


(a = 1,2, ...,w) 


Wir haben daher 


dk 


' -JIl 


ok 

oyn 


= __L f _ 

k 2 t:z J dk z — x' 

innerhalb W eindeutig, endlich und stetig ist. 


vvoraus liervorgeht, dass 
Ehenso ergiebt .sich, dass in der Umgebung von x = oo die gleiche Eigen- 

schaft hat, wenn ,//, daselbst eindeutig, endlich und stetig ist. 

Da hiernacli keine auderen Singularitaten besitzt als so 
ergiebt sich, dass vC, . 4 ^, ..., eindcutige Functionen von x sind. 

Ditferentiiren wir die Gleichung ( 1 .) voriger Nummer nach h, so folgt; 


/o// i (dif\ 

dz-" 1 ok ) da.''’-" (“dl-) 




__ d”* -y 

dk dk 


d}\ cV'-^y 


d 7 \. 


dk 


-y* 


i)a die lutegr.ile y der Glcicluing (l.) voriger Nummer keine Punkte der 
rnbestimiatheit besitzen, so folgt aus dieser Gleichung, dass auch ^ keine 
12S2] Punkte der I'nhestinimtlieit hat. Daher hahen auch die aus den Glei- 
chungeu (<).) sich ergebenden Wertlie von keine Punkte der 

I nbestimmtheit. Dieselben sind also rationale Functionen von 
und die Gleicliiingen ( 6 .) sind mit den Gleichungen ( 2 .) voriger 
NuiuTiler iiI h‘ xeinstimmend. 


13. 

Ks uioge nunmehr von der Gleichung (A.) vorausgesetzt werden, dass sie 
den Anforderungcu (a.) in No. 11 Genlige leiste. Sind alsdann 


I. Es wird H(i) von x unabhangig, wenn wir filr t ein be- [12S4 
liebiges Integral der Gleichung (H'.) setzen. 

Setzen wir: 

• (12.) U(0 = yZ'(0, 

und nelimen wir an, dass, wie auch das Fundatnentalsystem von Integralen 
der Gleichung (H'.), welches einer Gleichung der Form (S^.) geniigt, be- 
schaffen sein mbge, die Grosse y von x unabhangig werde. Setzen wir 

(13.) = 'KO. 

( 14 .) 2 a|? - 1 

so ist nach Gleichung (12.) 

( 15 .) <l '(0 + x (0 = yZ'( 0 . 

Fur ein Fundamentalsystem avo f eine von x unabhangige, dagegen 
von li abhangige Grosse bedeutet, tritt an die Stelle von Gleichung ( 3 .) die 
Gleichung (6.), an die Stelle von /(i) tritt daher 

Es tritt dann endlich Hj(i) an die Stelle von H(i), wo 

( 16 .) H .(0 = ^(0 + /-x( 0 + 2 ^Z'( 0 . 

Soil nun auch 

( 17 .) H .(0 = y,Z '(0 

und von x unabhangig sein, so ergiebt sich 

( 18 .) '{^ (0 + fl (0 - (n - 2 ^ Z'(0. 


Aus den Gleichungen ( 15 .) und ( 18 .) folgt: 
( 19 .) 


wo 


z(0 = 

dk 


ivt-y) 


( 20 .) 


X = 


df 


W-r,)f+ 2 


4* 



Schrfileii wir '/:{(} an Stellc von Z', so folgern wir aus Gleichung (3.): 

,;4.) = (a = 1,2,,.,,.) 

J);t Z'{i) von I nnabhiingig nird, wenn wir fiir t ein beliebiges Integral der 
Gleichung (H'.) sctzen (sielie No. 4), so ergiebt sich aus Gleichung (4.), dass 
aiich n(|J von x unabhangig ist. 

1st / eine willkiirliche von x unabhiingige Grosse, so haben wir nach 
Satz II. No. 11 und nach Gleichung (S^.), 


(5.) 


d!; 


DJ+ 




(V-I) 


Daher ergiebt sich aus Gleichung (3.) 


( 6 .) 


d‘ 

(h‘ 


m.) 

dk 




Setzen wir in (L^.) t = f\, so ergiebt sich 

a) hGU = = f^Z'(y. 

Demnach ist auch von x unabhangig. 

Nach SatzlII. No. 11 geniigt + der Gleichung (SJ, folglich ist 
auch + von x unabhangig, d. h. da 




dass auch der Ausdruck 
(9.) 






voxi X unabhangig ist. 

Nun sei g eine willkiirliche Grosse, so ist 
(10-) + = H(fy + H(ryy+ 

und 

= fg 

emnach ist auch + Yon x unabhangig. Hieraus ergiebt sich: 


Diese Eigenschaft ist fiir die specielle Differentialgleichung (A.), welche 
den Anforderungen («,) in No. M genilgt, eine fimdamentale, wie insbe.sondere 
aus dem Beispiel, welches wir in den folgenden Nummern entwickcln wollen, 
hervorgeht. 


J4. 

Zu den linearen Differentialgieiclmngcn, welche die Anforderungen (k.) 
in No. 11 befriedigen, gehoren die Differentialgleichungen, welchen die Periodi- 
citatsmoduln der hyperelliptischen Functionen genligen, die ich in Borchaudt.s 
Journal, Bd. 71 , S. QF) gegeben habe. Es wird sich zeigen, dass die [12S6 
Eelationen zwischen den Periodicitatsmoduln, welche zuerst Herr Weiekstrass*) 
aus dem Satze von der Uinlcehrung von Parameter und Argument hcrgcleitet 
hat, sich als unmittelbare Folgerungen darsteUen aus dem Satze von der Ee- 
ductibilitat (Satz V. voriger Nummer), angewendet auf den Fall, dass die 
Gleichung (A.) diejenige ist, welcher die Periodicitatsmoduln geniigen. 

Ist 


(1-) 


wo 


( 2 .) 




eine ganze rationale Function von z und x und zwar vom (2n+l)‘®" 
Grade in Bezug auf z,g{z) eine rationale Function von ,? und .-t’, welche nur 
fiir die Wurzeln der Gleichung 


^ , .'t') — 0 


unendlich wird, so ist 

sind von 0 iinabliangige Grossen, welche sich rational axis den Coefh- 


n ^ 


*) Programm ties Braimsberger Gymnasiums 1848/49“). 

Wir SGtzen t'iir unseren gegenwartigen Gebrauch in niGiucr obeu citirten Abliaiidlung « au Sfclle 
von Xy X an Stello von u und 2n+l an Stelle von n. 

Sielie Bokchardts Jouniai, Bd. 71, S. 107 ^). 


1) Abh. VTIT, S, 2X1 If., Band I dioeer Ausgaho. R. F. 
a) Worko, Bd. I, S. 111—131. R. F. 

3) Abh. VUT, S. 258, Band I diosor Ausgabo, H. F. 




Diese Grasse A iriuss von f nnabhangig sein. Da auch y die gleiche Eigen- 
schafc besitzt, so erhalten rvir demnach die Gleichnng 


i2l.) 


dy, 

df 


/-I 




2f/-l)-p + 2 


(dh 

^A-df 


= 0 . 


(/■-I) 


oSs] 1 st imu beisi)iels\vci.se f cine algebraisclie Function von Ic, so miisste 
der Ideiititat ( 17 .) zii Folge eine algebraisclie Function von f sein. Die 
Gleichuiig (21.) ist aber nicht fiir jede Wahl von als algebraische Func¬ 
tion von f algebraiscti integrirbar, dalier ist unsere Voraussetzung, dass gleich- 
'/eitig die Identitilten (12.) und ( 17 .) bestehen, unzulassig, und wir erhalten 
den Sat/; 

II. Man kann das Fiindamentalsystem so wtihlen, dass eine 
Identitiit der Form (12.) nicht fiir einen von x unabhangigen 
Werth von y erfiillt wird. 

Alls dem nSuIzc I. ergiebt sich nach Satz I. No. 5: 


III. .Sei 

<N..i 

wo 

jede Function t 


rationale Functionen von so ist identisch fiir 




dx 




Da nun nach Gleichnng (M.) 

dt 


= m)m). 


so folgt aus Satz II.; 
rV. Setzen wir 


l /.(0 = yM{t), 


so ist y nicht von z unabhangig. 

Nach dem Theoreme in No. 10 ergiebt sich demnach: 

Wenn die Differentialgleicliung (A.) den Anforderungen 
(«•) in . 0. 11 genugt, so ist die Gleichnng (H'.), also auch die 
Gleichnng (H.) reductibel. 


fiir a, so erhalten wir ein System von Gleiehungen, aus welclien wir im All- 
geineinen herleiten konnen 


( 6 .) 


s 




+ S,, 


d 


(6 = 0, 


WO rationale kunctionen von a; und rationale Fnnetionen 

von g bedeuten. 

Integriren wir beide Seiten dieser Gleicbung kings eines gesclilosseneii 
Umlaufs der Variabeln 2 , welcber den Periodicitatsmodul -/j liefert imd be- 
zeichnen den entsprechenden Periodicitatsmodul von 

~<h 
s 

mit Cj, so folgt ans Gleicbung ( 6 .) 

(7-) Co = S„r| + S, 

Nun ist nach Gleicbung (3.) fiir eine beliebige rationale Function g{^), 
die nur fiir die Wurzeln der Gleicbung 9 (^, 2 ') = 0 unendlicb wird, 


( 8 .) 




s r s 

Integriren wir diese Gleicbung nacb .e- Kings derselben Curve, so folgt 
(9.) - - ^ 

Demnacb ist nacb Gleicbung (7.) 




( 10 .) 


dr, 


cr-^r, 


W = "1" 4~ *“ “h SjIoTi.i » 


[12S8 


womit unser Satz bewiesen ist. 

Es mdgen nunmebr die Coefticienten von 9 ( 2 ', j') und von [l(/} gauze 
rationale Functionen eines Parameters h sein (wir konnen als solchen z. B. 
eiuen Verschivindungswertb der Function 9 \^.?,a;) wablen), so geniigt dei Peiiodi- 
citatsmodul des Integrals 


lU^'' 


1 


einer Differentialgleicbung (Aj.); derselbe ist daber in der Form ( 10 .) ent 



vkutim von imd von zusammensetzen, XJ 0 ) bedeutet eine ratio¬ 

nale Function von *. 

[st If cin Periodicitiitsmodiil des Integrals 

jVd.', 

so geniigt ir als Function von a; im Allgemeinen einer Differentialgleichung 
dor Ordnung 

(A,) + ... + ^^w = 0*}, 

wo die Verhiiltnisse der Grossen , ...,rationale Functionen von x 

bedeaten. 

I. Alio Differentialgloichungen der Form (A^.), welclie einer 
w'illkurlif.hen Wahl der rationalen Function g(;s) entspreclien, 
gehdrcn derselben Klasse an. 

Es sei 7.. B. 


12 S 7 ] wo rationale Functionen von x bedeuten, alsdann ist 

10 — T, 

der Periodicitiltsmodul des Integi'als erster Gattung 
und cs sei fiir diesen Fall nach Gleichung (A,.) 

Wir wollen beweisen, dass 

= ?o + 9i v/ + • • • + , 

?»> r.) rationale Functionen von x und die oberen Accente Ab- 

leitungen nach a- bedeuten. 

Wenden wir die Gleichung (3.) auf den Fall an, wo wir g(s) nach 
bestimmt haben, und setzen daselbst successive 0 , 1 , 2 ,..., 2 n-l 

*) A. a. 0. S. 108 


a s. 239 de* mua Bandes dieser Aasgabe, B. F. 



Nach Satz n. No. 9 giebt es also in der zu (H,.) geborigen Klasse 
von Differentialgleichungen auch solche niedrigerer als Ord- 
nung, d. h. wir konnen die rationalen Functionen von a:, cp^, (p^, ^ so 

bestimmen, dass 

(1.) iO = <PoM + tP; «/+... + (p^_, «<>•-» 

einer Differentialgleichung niedrigerer als Ordnung Geniige leistet. Driicken 
wir mit Hiilfe des aus unserer Gleichung’ (Aj.) herzustellenden Systems von 
Gleichungen (F.), namlicb 

‘It 

(^'lO ~ H- 

die Ableitungen von « dureh die Fnnctionen so erhalt w 

die Form 


( 2 .) 


IV 


'I'o ^^'0 ■)" 'pi Wj + • • • + , 


wo '{^oi'i^i> • • •) 4'i.-i I’ationalc Functionen von x bedeuten. Setzen wir in (2.) 
an die Stelle von successive • •-G^-i j bezeiclinen die zuge- 

hdrigen Wertlie von iv mit ?G) • • •> ^^,- 1 ) ergiebt sich daraus, dass iv 

einer Differentialgieicliung niedrigerer als v*°‘' Ordnung Geniige leistet, dass 
'w,w,...,iv Delationen der Form 

07 7 v—l 


mit von x unabliangigen Coefficienten erfilllen. 

Es sei 

(3.) V = Xjo' 7/+ Zn'^iA-••• + ”> (i = 

wo rationale Functionen von (C bedeuten. Sind Vm Periodi- 

citatsmoduln des Integrals 

/ 

(wo nach Gleichung (4.) voriger Nummer bestimmt ist) an den 2?i Quer- 
schnitten, so bilden dieselben im Allgemeinen ein Fundamentalsysteni der 
Gleichung (Aj.). Setzen wir in (3.) 'fj, an Stelle von rj, so moge der zugehorige 
Worth von v mit v bezeichnet werden. Bilden rvir nun mit den Grossen 
die Determinanten 

U">’, U", ..., IF"“ 

5 

Fuchs, inutliom. Worko. III. 





haltt‘ 1 ). Aiulererseits ist dieser Periodicitatsniodul, wenn ivir ff(g) nach Glei- 
chuna (-1.) bestimmen, auch rait iibereinstimmend. Demnach geniigt y) 
einer Gleicliung dcr Form; 


III.) 


dk 




" + ^211-1 


d”*- 


dx^' 


Diest' Gleichung bleibt besteheu, wenn fill- ■/) irgend ein Periodicitats- 
modul des Integrtds 



d. h. irgend ein Integral der Gleichung (Aj.) eingesetzt wird. Wir erlialten 
also den .Satz; 

il. Die Differentialgleichung (A^.) geniigt den Anforderungen 
(cd in No. 11*). 

In irieiner oben erwahnten Arbeit**) liabe icli gezeigt, dass die Coeffi- 
cienten der zur Differentialgleichung (A,.) gehorigen Substitutionsgruppe von 
I: unabhiingige, niimlich wohlbestimmte, gauze Zahlen sind. Dieses 
ist also in vollkominener tlbereinstimmung mit den Siitzen in No. 11 und 12. 


15. 


Bihien wir jet/.t die Differentialgleichung (H'.) fiir unsere Differeirtial- 
gleichung (A,.) 


(H;.i 


d7 rl'-'f 

;r + n,Wsr-'- + - + J!.W' = 0, 


dx 


U 89 ] so folgt aus dera Satze Y. No. 13, dass (Pi;.) reductibel ist. Demnacli 
ist auch die der Gleichung (H.) entsprechende Differentialgleichung, welche 
wir uus (Aj.) herstellen, reductibel. Dieselbe sei 


(H,) 


dx' ^ dx'-^ + 


+ P^.{x)^i =r 0. 


J' \ fur den Fall der elliptisclien Integrale liabe ich bereits in Borohabdts 

r* I .• . !' ^ ^Jcnorgchobcn und daselbst axis der entsprecbenden Gricichung die TrEGENDiiEScIic 

R.tooa ,.„»cl,e„ dou Uerioden der Integrale erster und aweiter Gattung Uergeleitet. 

) Borchakuxs Journal, Bd. 71, S. 100^), 


1) Abh. mr. s. 105, Band IT dieser Aoagabe. R. F. 
5 1 Abb. Vin, S. S5I, Band I dieser Aa^abe. R. F, 





( 2 .) 


t w ^+3f w ^^ m .g+i 4" w ||+^ 




U ~ 0, 


wo 


= (cc-k){x-]c^){x-lc,)(fc-l'j, und 'V">(.r) = --J. 

Die in der eben envahnten Arbeit*) cingefdhrten Grdssen (a;, A 

{x,kj wollen wir bez. mit bezeichnen. Die letzteren Fune- 

tionen von x bilden ein Fundamentalsystem von Integi'alen der Gleicbung 
(2.), dessen Fundamentalsubstitutionen aus der genannten Abbandlung**) sich 
folgendermaassen ergeben: 1st % der Werth, in welcben nach einem Um- 
laufe der Veranderlicben x iibergeht, so ist nacb einem Umlaufe um 


(3.) 


K)yi = Vv 


y. = ^2+22/,, y^ = ih+‘2ya y, 


k-i)yi Vi '^y^, 1/2 — 2/2, ^3 — 2/3+27/3, 7/^ 

h)yi = 2/2 = 2/3-27/3, 7/3 = 7/3, y., 

K)yi = 2/1-27/4, 1/2 = 7/3-2^^, v/2 = 7/3-2^4, 7/4 


Setzen wir 

(4.) 




so geniigen die seclis Functionen von x 

(12), (13), (14), (23), (24), (34) 

nach. No. 3 Gleicbung (H.) einer Diiferentialgleichung 


(5.) 


dx 


IV rTu ^ ll- U ^ u ll ll if- 


d^u 

da* 


d^u d’^H 


dll 

dx 


[714 

Z/ 4 + 2 ?/^; 

lU- 


+ 0 J 


deren Coefficienten rationale Functionen von x und von den Grdssen \ sind. 
Aus No. 14 ergiebt sich, dass die Gleicbung (5.) rcductibel sein muss. 
Es ist zweekmassig und fiir die Folge auch wichtig, dieses nocli auf eine 
andere Art zu beweisen, welche zugleich von den am Anfange der No. 14 


*) Crelles Journal, Bd. 71, S. 100*). 
**) Ebendas. S. 100—1012). 


1) S. 261, Band I diosor Ausgabo. Tl, F. 

8) S. 261-252, Band I dieser Ansgabo. R. F. 


5* 



j 4 . i H — '^11 ‘ v-i i 

wo (lie .V,. homogcue dtcrnirende Functionen von den der Ordnung n sind. 
Bvstinnucn wir -/j^^ so, (lass 

t‘Kf s^-,^ = y^, .Sj, y,, • « M ^,',v-i V>-i) 

und siiul (11)“ die Wertho von U''’, welche axis (4.) dadnxcli heivorgehen, dass 
an die Stelle von gesetzt wird, so folgt axis Gleichung (T.) fixr diese 
(.rrdsseti eine Jielation der Form 

(T... j'o(ur+J'. (nr+ - + n-. («)'■’-’ = 0 

mit von j- xmabhilngigen Coefficienten. 

Die weitere Aiisfilhrung dieser Rechnung, welche ich mir fixr eine spatere 
Mittlieilung vorbehalte, ergiebt die oben bezeicbneten Relationen zwischen 
den Feriodicitutsmodxiln der hyperelliptisclien Integrale erster xxnd zweiter 
Gattung in der Form xvie sie Herr Weierstrass gegeben hat. 


16. 

713 ] %\ir betrachten zumichst die Differentialgleichung, welcher die Periodi- 
eitatsmoduln der hyperelliptischen Integrale vom Range p = 2 genixgen. 

Die Periodicitatsmodxiln dcs Integrals 


wo 


r dz 

J WW’ 


befnedigen a lsdann, wie ich*) nachgewiesen habe, die Gleichung 
*) Creues Journal, Bd. 71, S. 1191). 


Tin, S. 341, Band I dieseor Ausgabe. R. p. 


17. 

Es sei fj Integral einer Difterentialgleichung, welche mit Gleicliung ( 2 .) 
No. 16 zu derselben Klasse gebort, also 

(!•) •/) = 9o!/ + 91 y' + 9i y'” + 9$ 

wo ©, eine rationale Eunction von rt, • 

. ’ dx^ 

Setzen wir 

( 2 -) y)Jiu-y,Ja = 

so folgt 

(3-) = 9.{^i>) + + 9.{y,.yl!'-y,y?). 

Nun ist nach. No. 4 

17 

wo wohlbestimmte rationale Eunctionen von u: und den Grossen be- 
deuten. Demnacli i,st 

(5.) [A.u] = + + 

+ -P3 ?3 -^z (.^y) + P, 9 z i^y) + Ej 93 -J-g- (^fi). 

Aus dieser Gleichung folgt, dass 

( 6 .) [12] - [13] + [14] + [23] - [24] + [34] = «• 

eine rationale Function von x ist, nainlicli 

( 7 .) to, = (cp, + P„ 93) zu + (93 + P, 93)«"’ + Ej <?3 1(7 +Ps 9 s 't’’ ’' + E4 93 + E,, 93 *«''"> [7 '<5 

wo w die durch die Gleicliung (7.) voriger Niunmer bestimmte rationale 
Function von x, 10 '^' ihre Ableitungen nacli x bedeuten. Da die Function t] 
der Gleichung (l.) bei verschiedener Wahl der Grossen 9 „, 9 ,, 9 ,, 9 , die 
Periodicitatsmoduln sammtlicher Integrale erster und zweiter Gattung umfasst 
(siehe No. 14), so driicken die Gleichung (7.) voriger N^ummer und die Gleichung 
( 6 .) der gegenwartigen Nuinmer die sammtlichen zwischen den Periodicitats- 
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angedentetf-ii lielationon diejenigcn niunittelbar liefert, die hier vorzugsweise 
ill lietrufht koiiuaen. 

Aus deii Gleichungcn (3.) ergiebt sicb, wenn wir Avieder mit (Aft) den- 
jenigcn Werth bczeirhnen, in Avolcbcn (Aft) nach einem angegebenen Umlaufe 
der \'eri'inderliclit‘ii .r iibergelit, dass nach einem Umlaufe um 




,,:i2) = (12), (13) = (13), (14) = (14), 

\(23) = -2(12)+ 2(13)+ (23), 

(24) = -2 (12)+ 2 (14)+ (24), 

1(34) = - 2 (13)+ 2 (14)+ (34); 

|, I2) = (12), (13) = 2(12)+ (^)-2 (23), 

/,,) (14) =2(12)+ (U) _ 2 (24), (23) = (23), 

! (24) = (24). (34) = - 2 (23) + 2 (24) + (34); 
j (42) = (12) - 2 (13) + 2 (23), (^3) = (13), 

/■•J (14) = 2 (13) + (14) - 2 (34), (^) = (23), 

! (24) = 2 (23) + (24) - 2 (34), (34) = (34); 

j (1^) = (12) - 2 (14) + 2 (24), (ll) = (13) - 2 (14) + 2 (34), 

/,)G 14) = (14), (23) = (23) - 2 (24) + 2 (34), 

((24) = (24), (34) = (34). 


Bilden wir das Partieularintegral der Gleichung ( 5 .) 

(7.) w = (12) - (13) + (14) + (23) - (24) + (34), 

715] SO ergiebt die eben gebildete Tabelle ( 6 .), dass w durch die Umlaufe der 


\ eranderlichen w um eiuen der Punkte /^, A , keine Anderung eiieidet. 
Da aber die Integrale der Gleichung (5.) sicb fiir keine anderen endlichen 
^\erthe von / veraweigen, so folgt, dass w eine eindeutige Funktion von a; 
ist. Da nun die Integrale der Gleiclumg ( 2 .), folglich aucli die der Glei¬ 
chung (5.), fiir alle Werthe I'on a; nur bestimmte Werthe annehmen*) so 

Das Partieularintegral der Gleichung (5.) ist eine rationale 
I'unction von a;, also diese Gleichung reductibel. 


*) Sielie mein c Arlmit in Crelles Journal, Bd. 00, S. 140, Gleicliuug (12.)‘), 


li Abb. VI, S. I8<5, BaihI I djeaer R. F. 




hangt; 
( 1 -) 


j = lu-Vx + y.-y,, V, = 

I ^3 = Vx, V, = !h->A, 

so Sind v^, iibereinstimmend mit den Periodicitatsmoduln des Integrals 


/ 


_d^ 


an den Qjierschnitten a^, wahrend die Periodicitatsmoduln B, 

desselben Integrals an den Querschnitten darstellon^). 

1 st vj dnrch die Gleichung ( 10 .) vorigcr Nummer bestimint, nnd ist 
C,, C) C„, C 4 ein Fnndamentalsystem von Integralen der Differentialgleicliung 
vierter Ordnung, Avelcher •/) geniigt, das mit dem Pundamentalsysteru von 
Integralen rj,, \ derselben Gleicbung in folgendem Zusammenhange 

steht: 

^2 ^ I 

1 111 ^4 ~ ^13 I 


so sind C,, C.J die Periodicitatsmoduln A„ des Integrals 

\fA(z) 

an den Querschnitten a.^ und C, die Periodicitatsmoduln 11(, J5^ desselben 
Integrals an den Querschnitten 

Aus den Gleichungen ( 1 .) nnd ( 2 .) ergiebt sich 


( 3 .) 1/^ = ^3, 2/„ = + 2/3 = •t'i- 2 '’.. + ^' 3 +fii .'/i 

(4.) r,, = C 3 , \ = Cl—lij+Cs, r ,3 — — Co-I-C„ + ■,!, 


^■'i+ G+ ^’li 
--1 T C3 + ■ 


Setzen wir diese Werthe in Gleichung (9.) voriger Nnmmer ein, so folgt 
(5.) ^ 1 C 3 ^sCi+^’aCi ^’4 Ca H 


Oder auch 

( 5 a.) A, B\ -B,A[ + A, B', -B,A', = 0 , 

welches die oben eiwahnte Relation zwischen den Periodicitatsmoduln der 
Integrale erster Gattung ist. 

*) Uber die Bozcicbirangsweise vergl. Riem.\nn', ABEi.sclie Ininctionen, ^o. 20 ). 


I) Worle, U. Auflago (1892), S. 130-131 . E.F. 



iiioduln stattt)ubenaen xieiiiuuucu a..., .. ^ ^ i , , 

Kunctioncu auf anderem Wege imd von anderen Gesichtspunkten aiis hei- 
jiokitct werden. Sie ergeben sich hier, wie schon m No. 14 bemevkt, als 
einc I'olge der llednctibilitlit der Gleichting (5.) vonger Nummer. 

Wcun wit insbesondere wiiblen, dass 


(«•' (?. 


■ ^*3'Ps»"’+ 


dunn ist 

^9., [12] - [13] + [14] + [23] - [24] + [34] = 0. 

Dicsc Grb-sscn goniigan ini AllgemeineD. einer Uiffeientialgloichung 
seckster Ordnung, welche nacb Gleichung (5.) rait der Gleichung (5.) voriger 
XnmiTicr zu derselbeu Kbisse gehort. Sind aber cp^, cp^, cp^ der Gleichung 
(S.) gemiiss gewahlt, so geniigen [Ag] nacli Gleichung (9.) einer 
Differentialgleichung nur fiinfter Ordnung, in tlbereinstimmung mit 
dc-m Satze II. No. 9. 

Kill Beispiel, welches uns hier besonders intere.ssirt, ist dasjenige, wo vj 
die Poriodicitiitsmoduln des Integrals erster Gattung 


/ 


Z(\z 

V?(^ 


darstellt. Die in No. 14 angedeutete Rechnung ergiebt fiir den gegen- 


wartigeii Fall 
Die Werthe 


(11.) 9, ==-3'rW) 98 = -|^(*) 

befriedigen nhnlich die Gleichung (8.), und die Relation (9.) ist fiir die- 
sclben, wie wit sehen werden, bis auf die Bezeichnungsweise mit der zwischen 
den Periodicitritsmoduln der Integrale erster Gattung bestehenden Relation 
ubereinstinnnend. 


18. 

7>7] Sei niimlich v^, v^, ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Gleichung (2.), No. 16, welches mit y^i y,, folgendermaassen zusammen- 



19 . 


Es sei 

(!•) y '"+Pi +Pi y'"+ Ps y'+P,y = q, 

DifFerentialgieichung, deren Coefficienten ausser von x [719 
noch von zwei veranderlichen Parametern A;, rational abhangen. Es sei t] 
ein Integral einer DifFerentialgleichung 

(2.) ■'■“’ ++ + = b| 

welche mit (1.) zu denselben Klasse gePort, also 

(3.) r, = ?o y + (?, y' + <p, + 9s y'*’, 

wo fs, 9 ,, 9 s, 93 rationale Functionen von x. Wir wollen iiberdies voraus- 
aetzen, dass dieselben aucli von k^, \ rational abhangen. Setzen wir in (3.) 
fiir y successive y,, y,, (die Elemente eines Fundamentalsystems), so 

sollen die beziiglichen Werthe von vj mit v],, vj^ bezeichnet werden. 
Wir wollen iiberhaupt zwei Integrale der Gleichungen (1.) und (2.) der Form 

\yi + %yi + Uiy, + %y^ 

und 

«r^(i + “2Tl3+«<3^3+“4’il, 

wo Mj, *^4 willkiiiiich gewahlte von x unabliiingige Werthe bedeuten, 

entsprechende Integrale nennen. 

1st {x,k^,\) ein Werthsystem, welches die drei Gleichungen 

( 4 .) = ( 5 .) 'Zhyx=^0, ( 6 .) = 0 

(;. = 1 , 2 , 3 ,4) 

befriedigt, worin willkilrlich gewahlte Grossen bezeichnen, so wollen 

wir iiber so A'erfiigen, dass dasselbe Werthsystem (x,k^,k\) auch den 

mit den entsprechenden Integralen gebildeten Gleichungen 

( 7 -) = 0 , ( 8 .) = 0 , ( 9 .) = 0 

geniige. Wir konnen zunachst =9, = 0, = 0 wiilden, und wii ei- 

halten, wenn wir 

= [“/ 5 ] 

setzen, 

Fuclis, matliein. WorTco. III. 


6 
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7 i 8 j Sotzeu vvir 


1 i'l ^2 ’»! 

^ (h 



= 6, 


== c. 

l-'a "a 


= dj 

( ^3 "*4 ^ 4 "*3 



- ^3 

-A 


so nimnit dit; Relation (5.) die Gestalt an 
(7.1 h + c = 0. 

riierzu tritt (He identische Eeziehung (siehe No. 1 ) 

{Hj ((f—be-{-c(l = 0 . 

Aus der Tabelle Gleiclmng (3.) No. 16 ergiebt sich, dass nach einem 
Umlaufe von x urn 


i'n) + “''s, G = t'j, ^3 = v^, — v^^ 

I:.) I ~ ^ ~ ^ — '■=) «3 — - 2 u, 2 V., ~ , 

■ |r, = 2v,-2t>3 + 2r3-i-j;^; 

*' j. , i *'i “ 3f, - 2 V, + 21-3 r 2, V, = 2v^-v.^ +2v^ +2 , 

= ~-2v, + 2 v.^-v^- 2 v^, = 2v,-2v,+2v^+3v,-, 

j. j i ^ ‘‘i “ '■« + ‘2 , Vi == 2+ 2 Vj + 2 

(Vi = -2i\-v.i-2i'^, = v,^. 

Dieselbeii 'I'ransformationsfonneln gelten den Gleicliungen (10.) voiiger 
Nummer und den Gleiclmngen (2.) zufolge, ftir C„ C„ C^. Demnach ist 
nach emem Umlaufe der Variabeln um 


( 10 .) { 


h^) u - a- 2d, 1 = 1^ c ^ d ^ d, c = e, f = f- 

I rt = 3„_2d, b = 2a + b~ 2 rl, c = - 2a + U + 3 g + 2 f, 

(d = 2a~d, f = -u-2c+2d-f- 

la == a+4& + 2(;-2d, b = 2a + b-2c~2d~2f, 

/.•jljc = ~2a + 4:b + oc+ 2 f, d = 2a + 46 ~ 3d - 2 /', 

t 46 2 c -r 2 cl fj 

Ajj" 3rt + 46 + 2c-2d, 6 = 6-2c- 2 /’, 

*{<’=3c + 2 /; d = 2a + 4:b-d~2f, f— _ 2 c-/. 



(jrieicnungen: 

+2/3 = 0, 

§^ l 2+''^,3 = 0 , 
-^Vi-VJ^ + Vi = 0, 
-^'i,-^|■r|2 + 7u = 0, 

woraus sich wiederum ergiebt: 



( 20 .) 


M = r h [ill _ 

[12] [12] ~ '[12] ~ ''‘• 


Aus diesen drei Gleichungen sind ,r, A’^, A^ als Functionen der unab- 
hangigen Variablen, I, -/j, C zu bestimmen. 

Die Natur dieser Functionen ist natilrlicb von der BescbafFenheit der 
Coefficienten der Gleichungen (l.) und ( 2 .) abhangig. Man kann unter [721 
Umstanden an Stelle dieser Gleichungen irgend zwei andere derselben Klasse 
setzen, von der Art, dass eindeutige Functionen von werden. 

Dieses Verhalten ist analog dem Verhalten derjenigen Function, welche durcU 
Umkehrung des Quotienten eines Fundamentalsystems von Integralen einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung entsteht. Man vergleiche z. B. die 
Natur dieser Function an den beiden Gleichungen, welchen die Periodicitiits- 
moduln der elliptischen Integrale beziiglich erster und zweiter Gattung ge- 
niigen und welche zu derselben Klasse gehoren*). 


20 . 

Wir wollen nunmehr die Kesultate der vorigen Xunnner auf die Diffe¬ 
rentialgleichung der Periodicitiitsmoduln der hyperelliptischen Integrale an- 
wenden, indem wir an die Stelle der Gleichung ( 1 .) voriger Nuinmer die der 
Periodicitiitsmoduln des Integrals 

J 

(Gleichung ( 2 .), No. 16), und an die Stelle von -q in Gleichung (3.) voriger 
Nummer den Ausdruck aus Gleichung ( 10 .) (No. 17) des Periodicitatsmoduls 

*) YergL Crelles Journal, Bd. 83, S. 31 ^). 


1) Abh. XXIV, S. 105, Band II dlcsev Aasgabe, R. F. 


6 * 



i.i IV A 


M, 





= ■ 



W, 


1 + [ 14 ] [2 


M, 


U, 




Es ist aber identisch 

(11.) [12] [34] - [13] [24] + [14] [23] = 0. 

Demnach habcu wir 

(13.1 l!k = -S±3-.. 

to, V, M, 

Dit* Bfziehungen zwischen deu u und den v, wie sie sich. aus den Glei- 
chungen (in.) ergeben, sind im Allgemeinen transcendent; wenn dagegen 
die Gleichungen (1.) und (2.) so bescliaffen sind, dass eine Gleichung 

ll4.i c,[r2]-f ci:j[13]-f aj[14] + o:,[23] + a5[24] + a^[34] = 0 

rnit von jr,k^,k^ unabhangigen Coefficienten stattfindet, so folgt aus derselben 
nach Gleicliung (12.) zwischen den u und v die Eelation 

(15.) + „ A_ M 0. 

W 3 i'i i<3 uj 

Es verbleiben hiernach drei von den Verhaltnissen willkilr- 

lich, und .r, sind iiinctionen deiselben. 

Ist z. B, die Form der Gleichung (14.): 

(I'J-) [13] + [24] = 0, 

so geht (15.) liber in 

(17.) + A _ 0 

Setzen wir 

(18-) = -I, r 

M liefen. die Gieiehuegen (4.), (5.), (0.) „„<! (j.), (9.) die fclgenden 



^ unto-suchen. Dieselbe lasst sich, deu GWotangen (,.) ..folge*), auf die 
Form bnngen ' 


Es vverde 


-i- V + 

^ ~ ^ 6x'd\ 


S ±i.§ -I--e(,, 

gesetzt. Aus der Oleichung ( 8 .), No. 18, und den Gleichungen (l.) folgt 




Es ist daher 


Daher ist 


(9| (3rj dH 
"" dx dJc^ dlc^ 


-r,y±-^-^ A. 

dx dk, dk, 


'aM.i.c.n ~ 

C^*) G-(a,b,c,f) = — y^G {a ,h, c, d). 

Auf gleiche Weise erhalten wir 

(8.) a{a,lj,d,f) = t:G{a,i,c,d). 

(9.) Gia,c,d,f) = ~2^G{a,'b,c,d). 

(10.) G{h,e,d,f) = \}G{a,h,c,d). 


21 . 

Als Fimctionen der Variablen x sind die verscliiedenen Zweige von 
i, b, c, </, f lineare homogene Functionen von einander; die Fundamental- 
lubstitutionen dieser Abhangigkeit sind in den Gleichungen ( 10 .), No. 18, ge- 
jeben. Die verschiedenen Zweige der Grdssen |,7],C,& als Functionen von 
3 hangen linear von einander ah; die Fundamentalsubstitutionen dieser Ab- 
langigkeit sind unmittelbar aus den Gleichungen ( 10 .), No. 18, abzulesen. 

Wir wollen zur Abkurzung fur G(a,b,c,d} da, wo kein Missverstandniss 
noglich ist, kurz den Buchstaben G setzen, und wir wollen mit G denjenigen 

*) Vergl. Jacobi, Chelles Journal, Bd 12, S. 40‘). 


1) C. G. J. Jacobis gesamraelte Worice, Bd. IH, fi. 236. B. F. 


des Intftrrals 


setzen. An Stelle des Fundamentalsystems (y., 2 /,, y,, 2 /J dei' vorigen Nummer 
wahlcn wir dus Fundamentalsystem (t»,, "Wj, v,, vj, wie es durch die GleicFungen 
( 1 .), No. IS, bestimmt wird; also an Stelle von (v),,'Oz)‘■'Jj)‘'ll) durch die 
Gleichungen (2.), No. IS, definirte Fundamentalsystem (C,) C,) Cgj C,,)- Alsdann 
ergeben die Gleichungen ( 20 .) voriger Nummer, dass als Functio- 

nen von drei unabhangigen Variablen tj, C definirt werden 
durch die Gleichungen 


wo a, i>, c, d die in No. 18 Gleichung (6.) eingefilhrten Grdssen sind. 

Den Grossen A’^, welche noch in 'f(^) auftreten, legen wir 
feste Werthe, z. B. die Werthe 0 , 1 bei. 

133\ Wir wollen in eine niihere Untersuchung der I'unctionen «, A;^, \ von 
eintreten und namentlich die Eindeutigkeit derselben nachweisen, 
mit den fur Functionen mehrerer Variablen erforderlichen Modiflcationen, im 
Wesentlichen nach der Methode, welche wir*) angewendet, urn den Modul Ac 
der elliptischen Functionen als Function des Quotienten der Periodicitats- 
moduln der elliptischen Integrale zu erforschen. 

Durch Differentiation der Gleichungen (l.) ergiebt sich 


i di = 


12 .) 


< dr, 




dk. 


OTi j dr, 
da; + 0 

&x d/ij 

;n ,, 


dC , o(, 

== 

ox die 


Wir haben nunmehr die Functionaldeterminante 


(3.) A = V + ^ 

... ^ “ dx die, dk, 

*) Cmlles Journal, Bd. 83, S. 13, Brief an Herrn Hermixe'). 


Ahh. XXIV, 8. 85 ff., Suid II dieser Aosgabe, R, F. 



Durch dea Umlauf mogen C, I) bez. in -/j', C', b' iibcrgelien; 
dann ergiebt sich aus (3.), (4.), (5.); 

( 6 .) Mi" + Mi" I + Mi" Tj + ))l" + in" S) 

= (Mi + Mij I' + VI,^ -fi + iMj i' + Mi, &') (»i' +}«;! + Mi; r, + m; c + ni; 0). 

Da jede dev Grossen |', C', b' die Form bat 

ga + fjJ>+g,e + (i^d+gJ' 
a ’ 


wo ^ 7 , i/i, g'^nze Zablen und a' das bedeiitet, worin a duvch den Umlauf 

ilbergeht, so ist 


(7-) 


Ml + Mlj I' + Mi, v/ + Ml, C + Mi, ft' 


na + 11, iO +11, c + 11, d +11, f 
a' 


Setzen wir noch 


( 8 .) a' = wa + a ,6 + «,c + «,d + 

so gebt die Gleicbung ( 6 .) iiber in 

(9.) {nfu + Mi';?; + Hi'j'c + m"d + 7n"f){aa + u^h + tt,c + a^d + uj) 

— (na + n^h + n^c-¥ n^d -[■ 11J') {vi a + VI,h + m',c + vild + Mil/')- 


Diese Gleicbung erbalt die Form 

( 10 .) Kr + Lf+M=0, 

wo K eine ganze Zabl, L und M ganze bomogenc Functionen bez. ersten 
und zweiten Grades von a, b, c, d mit ganzzabligen Coefficienten sind. Da 
nun ausser dev Relation 

(11.) af+ U-+ cd = 0 

(s. Gleicbung ( 8 .) No. 18) keine bomogene Relation zwiscben a,b,c,d^f be- 
stehen kann, so muss 

( 12 .) K = 0, 

(13.) L = ya, 

(13a.) K = y(V+cd) 

sein, wo y eine ganze Zahl ist, so dass 

(14.) (Mi" a + Ml'/ b + Mi'; c + Mi'j'd + Mi" /■) («a + K, 6 + a, c + «, f? + a, /') [7*5 

- (w a -f M, ?i + M., c + M, d + nj) (m'a -f mi) b + c + m( d 4- m'J) = y («/'+ b^ + cd) 

identiscb fiir beliebige Wertbe von a,by c, d^f. 



Worth bczcichncn, in wg1c1i6ti G ns-cli GiiiGin. Urnlnufe dsi V8,ii3,bl6n x 
ubergeht. 

Aus den Gleichungen (10.), No. 18, und deix Gleichungen (7.) bis ( 10 .), 
Xo. 20 , ergiebt sich, dass nacb einem Umlaufe von x um \ 

- (a-2d) a 

( 1 .) tr = —- 

und nacli einem Umlaufe von x um \ 

Of = 

Hierfius folgt, da.s.s sowohl fur den Uinlauf von x um als aucli fur 

T G" 

den Umlauf um A‘ die Function ~ unverandert bleibt. 

2 a 

Wir beliaupten, dass diese Function aucli unverandert bleibt nacb einem 
I'mlaufc von x um und k^. Wir konnten dieses durch directe Berechnung 
aus den Gleichungen ( 10 .), No. 18, und (7.) bis ( 10 .) voriger Nummer herleiten; 
wir ziehen es jedoch vor, den Beweis nacb einem Verfahren zu geben, 
welches fur den allgemcinen Fall der byperelliptiscben Functionen eines be- 
liebigen flanges in gleicber Weise anwendbar ist und durch welches eine 
Reihe combinatorischer Rechnungen umgangen wird. 

Aus den Gleichungen (10.), Xo. IS, und den Gleichungen (7.) bis (10.) 
voriger Xummer ergiebt .sich namlich, dass nach einem Umlaufe /S der Va- 
riableu x 

If = (m + »!, I + r, + w, i: + VI, ft) G, 

7 * 4 ] wo m, m,, ^nzc Zahlen bedeuten. Bin zweiter Umlauf 8, der 

'Variablen x fiihre G in G^ iiber; so ist ebenso 

= («' + ?«: I + V) + < C + ml ft) G , 
wo m, wtj, ..., gauze Zahlen sind. 

Endhch moge der aus S, S zusammengesetzte Umlauf G in iiber- 
fuhren; dann ist wiederum ' ’ 

= ("f' + K I + ^ + m'i ft) G, 

wo ;v4eder ganze Zahlen sind. 


( 22 .) 


n 1, — —4, = 2, Wj = 0, = 4, 

“= 3, a, == 4, «, = 2, a, ==-2, «, = 0, 

Es sind wiederum die Gleichungen (17.) nicht eifilllt. 
Daher folgt aus den Gleichungen (18.), wenn wir 

(23.) m! = 3A 

setzen, i 

(24.) m; = 4A, ??}' == 2A, «i' = — 2k, m[ = 0. 

Demnacli ist nacli einem Umlaufe iim 


(25.) 

WO k eine rationale Zahl ist. 
Setzen wir demnacli 


G, = k — G, 
' a ’ 


(26.) 


= H{a,h,c,d) = H, 


[yaC 


SO folgt aus den Gleichungen (l.) und (2.), (21.) und (25.), dass nacli einem 
Umlaufe von x um oder 

(27.) K — H, 

nach einem Umlaufe um k^ oder l\ 

(28.) H = kH, 

wo A eine rationale Zahl ist. Da die Wurzeln der determinirenden hunda- 
mentalgleichungen der Gleichung (2.), No. 16, reale ganze Zahlen sind, so 
ergiebt sich, dass in Gleichung (28.) k ntir den Werth +1 haben kann. 
Demnach ist II(a,h,c,d) eine eindeutige I unction von x. Weil aber die 
Differentialgleichung (2.), No. 16 zu der Klasse von DifFerentialgleichungen 
Crelles Journal, Bd. 66, S. 146^), Gleichung (12.), gehdrt, ergiebt sich hieraus 
H{a,l,c,d) ist eine rationale Function von .r. 


1) Ahh. VI, S. 186, Band I diesor Auagabe. H. F. 


Fuchs, mthem. Wfirke. III. 
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Eiiie geiiauere Untersuchung dieser Identitat ergiebt 

(15.1 y = 0. 

Es i-it demnacii identisdi 

(Ifi.i (tn" a + m”b + + tn”d + >n"f) (aa + a^b + a^c + a^d + u^f) 

-(ua + n^b + n^c + n, d + 7i, f) {m'a + m[ h + m[ c + w'd + w; f) = 0, 

Wenn also keine der Gleichungeii 

7i^a = 0 , 

710.^ —= Oj 
7lU^ — 7l^CC = 0 , 

71 u^—71 = 0 

erfiillt ist, so miis?; 

= 0 , 

— = 0 , 

7)IU^ — 7)}!^U = 0 , 

= 0 




tsein* Bedeutet S den Umlauf urn so ist nach Gleicliung (1.) 


a 

also m = 1, //ij = 0, = 0, = -2, = 0. 

Bedeutet den Umlauf von x urn so isfc in iinserem Falle nach 
Gleicliung (to.), No, 18, 


(19.) (» = -3, = -4, «, = 2, = 4, n, - 4, 

)«= 1, K, = 4, a, = 2, «3 = -2, «, =: 0; 

demuach i.st keine der Gleichungen (17.) erfiillt. Wir haben also nach 
den Gleichungen (IS.) 

(20.) m[ = 4?n', m', = 2 m', m', = - 2 m', m^ = 0. 

Daher ist nach Gleicliung (4.) nach einem Umlaufe von ru um h 

Si 

(21-) = ~~a. 

a 

1st wieder der Umlauf um aber der Umlauf um so ergiebt 
sich nach den Gleichungen (10.), No. 18, im gegenwartigen Falle 


In den Gleichungen (2.) bis (5.) bedeuten die Grossen und nach 
positiven ganzen Potenzen von x-h^ fortschreitende Reihen, und zwur ist 

(6.) 2/,, = 


ferner sind Null verscliieden. 

Die Integrale C gehoren zu derselben Klasse init den Integralen r (vergl. 
No. 9 und Gl. (10.) No. 17), daher bleiben die Gleicliungen (9.) No. IS be- 
stehen, wenn u, durch und Vj durch ersetzt wird, und es ist in der Um- 
gebung von x — 

I = Xu+7?7^.iog(^-^-i). 

I air 

(2a.) < ^2 ~ Xjii 

I ^3 = r,., 

^ c. = Xn; 

in der Umgebung von x = \ 


(3a.) 


= X.'i + ~7^(2log(a:-^‘2), 

^2 X 22 I 

= X32-^^2log(a;-7-g, 
= 7.42 + :;^ ^2 log (•<'”-^^2); 


in der Umgebung von x — 


(4a.) 


[ = X.2 + :;^^^2l'>g(^-l‘3).• 

) 1^3 = Xss - -Z7 ^i3 log " ^’ 3 ) > 

\ ^4 = X43 + -^^3lOg(»-l>-3); 


in der Umgebung von x — 


7 * 


[=3 



50 


y.VR TliEORlE UEft I.l.NEAKEN 


■22. 

21 j Die zu den singularen Pimkten gehorigen derterminirenden 

Fundamentulgleicliimgen der Gleichung (2.) Iso. IG laiiten iibereinstimmend 
<1.) r’(r-l)(;--2) = 0. 

Demnacdi ist nach den Gleichungen (3.) I^o. 16 und den Gleichungen (9.) 
No. IS in der Gmgebung von x = 


( 2 .) 


in der I’mgebtnig 


von 


(3.) 


in der Umgebung von 


I ^'s = I/t> 

■ 

= K 



a' = 

:^-i/,hg(x-k,), 




(4.) 


V, 


32 ] in 


jy,hg{x-]c,), 
'{'53-^ 2/3 

A 

,log(a:-Z;J; 


der Umgebung von x = t 

'{'h + ^ Vi log {x 


( 6 .) 



= '{'M + ^2/4log(a:-^:J, 

i 

V, = '!'« + ';:^2/4log(a;-/£j, 

A if 


«4 = 


23 . 


Die liunctionen a, ft, c, d, f geniigen der DifFerentialgleiclmng 






( 1 .) 

wenn wir 
(2.) 
setzen. 

Die zu den singularen Punkten A'^, \ , A^, A^ gelidrigen determinirenden 
Fundamentalgleichungen der Gleichung (1.) lauten ilbereinstiminend: 

(3.) r’(r 2)'^ = 0, 

Die zura Pimkte x = co gehorige determinirende Fuiidameiitalgleichuiig 
derselben Gleicbung ist 

(4.) (,-l)^(,-2)(,-3)^ = 0. 

Aus den Gleichungen (10.) No. 18 ergiebt sich demnach in der Umgebung 
von 


X = A. 


(5.) 


a = .4«>-^log(a:-A0, 
1) = A">, 

c ~ 6'“’ + X log (x—Jc,), 

TCZ 

d == D“>, 

/■ = -F'"; 


in der Umgebung von x — l\ 


(6.) 


a = yI"> + ^(a-d)log(a;-A,), 

TT Z 

]} = J5® + _L(tt-d)log(a!-A5), 

'XI 

G = C<'>+^(-a + 2A + c+/')log(a;-A,), 
d =■ J)*** H—r (ci — d) log (./; Ag), 

TC'l 

f = jP«> + -l(-26-c + d-/')log(a;-A,); 



(5a.) 


c, == 7.s< + :;^-'iJog(^-''‘4). 

= ■/.u-^'''ii^og(x-l\), 

“•4 ^ /.if 

In den Gleichungen (2a.) bis (5a.) sincl die Grossen und naoh 
positiven ganzen Potenzen von .t—/ r^ fortschreitende Peihen, und zwar ist 

{\)x = lc,i ~ ~{\') ! 

ferner sind xMr/.n(K)r/,JK) Null verscMeden. 

Ans den Gleichiingeu (9.) No. 18 folgt, dass nach einem Umlaufe um 

( 7 .) = -r,. i’, = -r„ V, = -1)3+2aj, v, = -v,. 

Ferner ist die zu / = 00 gehorige determinirende Fundamentalgleichung 
der Gleichung (2.) No. 16 

(8-) (»--D(»*-f)^(^-f) = 0. 

Demnach ist in der Umgebung von a: — cxd 


\9.) 


* = 


= a; 




\ V, = 


positiven ganzen Potenzen von ^ fortschreitende Reihen bedeuten, 
von denen fiir = 00 nicht verschwinden. 

Alsdann ist 


(9a.) 


C. = 


r 

“•I 


^ 7.1., 

^ A. 5 


C, = 


r 

^4 


~i 1 , 1 


Xi«) Xs.) Xi») Xjn nach positiven ganzen Potenzen von fortschreitende 
Reihen bedeuten, wovon die drei ersten fur a; = cx. nicht verschwinden. 



Es ist daher mit Rilcksicht auf Gleichung ( 4 .) in der Umgebung von x = oo 

b = 

d = 

-I ® iC ’ 

/■ = a:-'F»-Alogi 

WO -B' (7'“’, J?'”', nach positiven ganzen Potenzen. von fort- [26 

schreitende Reihen bedenten, von welcben die drei ersten fur ic = co nicbt 
verscbwinden. 



24. 


Dui'cb Differentiation erhalten wir die Gleicliungen: 


( 1 .) 

woraus sich ergiebt 

( 2 .) ^ 


dCx dV] 1 

dx dx 2 




dx 

Nach. den Gleichungen ( 6 .) No. 18 ist daher 


(3.) 


0a 

dx 

dx 

dx 

dd 

dx 

K 

dx 


\ /K \ ^^2 


dx 

dx 




(i = l,2, 3,4) 


Multipliciren wir die erste der Gleichungen (3.) mit x — h^ und setzen 
X = so folgt, weiin wir die Bezeichnung 



JS] ill tier Cuigebung von / = /■; 

_ _I'S' l-:{ 2 h + c-d) log {x- h)> 

1 ^ r;^<.ul,{a-c-d-f)\og{x-K), 

Zl 

. ^ (p .,..L(-a + 2 h-^ 2 c+ f) log (x-]c,), 

' Zi^ 

({ =; -f • (a -r 2 & — 2 rf — /) log {cc — Z'g), 

zl 

ia der l-mgebung von */* = I^\ 

a = -}—r (a + 26 + c — cl) log (t'c — , 

Zl 

h == B'^-^{c^f)log{x-]c,), 

ZI 

(y.) c = C'*’ + (c + f) log (x — ^c^), 

d = I)'' + X{a + '2h-d-f)hgix-l:^), 

7Zl 

/' = F*'--4(c + /')log(a:-Z:J. 

V 

In den Gleichungen (5.) bis (8.) bcdeuten 4'“’, D'", P'"’ nacli posi- 

tiven ganzen Potenzen von x-k^ fortschreitende Reihen. Ebenso sind die 
Coefficienten von lQg{x-l\), \og{x-'IQ, log(«-/;;J, log(a;-Z:J in den Glei¬ 
chungen (5.), (().), (7,), (8.) nach positive!! ganzen Potenzen bez. von 

x — \, x — lc„ x — hg, x — \ 

fortschreitende Reiheii, welche bez. fiir 

X = k^f X — hg, X = ICg, X = \ 

nicht verschwinden. 

Aus den Gleichxingen (10.) No. 18 ergiebt sich, dass nach. einem Um- 
laufe um x — oo 

rt r= a, b — h, c = c, d = d + 2a, f = f~2c. 



(9.) 


25 . 

Wir wollen mit h irgend eine der Grossen bezeichnen. Um 

die Function II{a^h^c^cV) (No. 21 ) zu bestimmen, sind nunmehr die Werthe 
der Ableitungen nacb Ic von den Functionen c, d fur die singiiliircii 
Punkte X ~ \ ^ Ic^ und fur x oo zu berechnen. ^Yu' konnten die- 
selben iinmittelbar durch Differentiation der Gleichungeii ( 5 .) bis (S.) und 
der Gleichungen ( 10 .) No. 23 nach der Variabeln k erhalten — die Zulassig- 
keit dieser Differentiation liesse sich ohne erhebliche Sclnvierigkeit erweisen — 
aber auch der folgende AVeg fiibrt uns sclmell zu demselben Ziele. 

Da die Integrale d^f der Gleichung ( 1 .) No. 23 durch die Um- 

laufe um ihre singularen Punkte \ ^ A , die Substitutionen (l 0 .) No. IS [28 
erleiden, deren Coefficienten von den Werthen der Grossen unab- 

hangig sind, so wird nach No. 12 eine Gleichung 


(h) 


dw , . dw , 

It “ 


d'^w 


h -4s 


dx^ 


o w 


in welcher A„, A,, A„, A,., A, nach getroffener Wahl des k wohlbestiminte 

O' I' 2 ' 3 ' 4 

rationale Functionen von x sind, durch jede der Grossen a,b,c,d^f be- 


friedigt. 

Hieraus und aus den Gleichungen (5.) bis (S.) und Gleichungen ( 10 .) No. 23 
ergiebt sich demnach, dass die Functionen ^ Unigebung 

von X = k^ die Form Q^log{x—I0 und in der Unigebung von x = oo die 
Form P^ + Q„log-^- liaben, also in der Bezeichnnngsweise meiner Arbeit*) 
wie F beschaffene Ausdriicke sind. 

Sctzen wir die Differentialgieichung ( 1 .) No. 23 in die Form 


( 2 .) 


^ dUu , ^ dho , d^to , dw 

-r-o- + i 1 -5:::^ + + *3 -^ + A. tv 


0 , 


dx^ ' dx^ ' dx^ ' dx^ ‘ dx 
worin ..., 5^. ganze rationale Functionen von x und den Grossen 

sind, und differentiiren diese Gleichung nach k^ so folgt 


^ -r, d^ f dw\ ^ 

(S') 


0 ^^ fdiv 


dto 


dx^ \dkj^ ^ dx^ \dk 




_ 0 “ {dw\ 

\dk) 


0 /dw 
dx \ dk 


^ dti) dB, a“ IV dB, a‘^ ffC, aF^ a-^ dw d^^^^ Q_ 

•' dk dk dx’" ^ dk dx* ^ dk dz^ ^ dk dx' dk dx dk 


-) Borchakuts Journal, Bel. G6, S. 155^). 


1) Abh. VI, S. 198, Band I dieser Ansgabe. R. F. 
jt'uchs, mathem, Werke. III. 
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5 f) /j;ri THKOlilE DEU MN'EAREX ^^FFEIlE^’TIAEGLErCHU^’GE^. 

.'iiiftUircn, JUK dfu OUdchiuigen (2.) No. 22 iind (5.) No. 23: 


(. 1 . 1 





(l^ 



Multiftlifirori wir clic dritto der Glcichuagen (3.) mit x — k^ und setzen 
,/ NO «,‘rtfitd>f Nidi .‘lus den (ileichnngen (2.) No. 22 und (5.) No. 23; 


(il. i 





civ 



a?] Durch ^rultifdication der ersten und der letzten der Gleichungen (3.) 
7 riit •< — ergiebt .sich aus den Gleicbungen (3.) No. 22 nnd (6.) No 23, wenn 
vvir -- setzen, 



Multiplieiren wir die beiden ersten der Gleicbungen (3.) mit x — k^ und 
setzen .i ~ so folgt aus den Gleicbungen (4.) No. 22 und (7.) No. 23; 

(26 + c~d)^ = ,, = y,{h,) f\r^, 

,.04 = 

Multiplieiren uir endlicb die beiden ersten der Gleicbungen (3.) mit 
j ~l>\ und setzen x = l\, so ergeben die Gleicbungen (5.) No. 22 und (8.) 


No. 23 : 



(11.) 

\ V'i'd'?) 


(I 2 .I 

(<^+f)x==jc,-~y,iK) f ■ 

A 



und geheii_ dabei a und G{a,b,c,d) bez. in H und G{a,h,c,il) iiber, so ist 
— well nacb No. 21 If eine rationale Function von a; — nach Gleiclmng (4.) 

(^•) = aF(a,&,c,d). 

Aus dieser Gleichung ergabe sich, dass aucb « fiir a; = ^ verschwinden 
milsste. Ein Werth x = (i aber, fiir welchen jeder /weig eines Integrals der 
irreductibelen Gleichung ( 1 .) No. 23 verschwindet, milsste die Function i(x) 
annulliren, was der Voraussetzung widerspricht. 

J.4.US den obigen Entwickelungen und aus den Gleichungen (.a.) bis (S.) 
No. 23 folgt, dass 

(6.) Mix - /,-J {x -\) {x - A-J {x - Z'J = H, 

fill- keinen endlichen Werth von a; unendlich werden kann. 

Aus denselben Entwickelungen und aus den Gleichungen ( 10 .) No. 23 folgt 
aber, dass H fiir x = oo wenigstens vierter Ordnung verschwindet. Bern- [30 
nach ist eine von ir unabhangige Grdsse. Da H nicht identisch 
verschwinden kann, so ergicbt sich, dass diese Function fiir a; = .*3 genau 
vierter Ordnung verschwindet. 

Vertauschen wir in Gleichung ( 2 .) No. 16 x mit A',, so erhalten wir die 
Differentialgleichung, welcher y^ als Functionen von h\ geniigcn. 

Wir gelangen also durch den obigen Schliissen analoge Schliisse zu dem Re- 
sultate, dass 

eine von l\ unabhangige Grosse ist. Ebenso folgt, dass 

von unabhangig wird. 

Setzen wir daher 

(7.) {x-lcdj{x-\){x-k,){x-\){k^~h}[lc^-\)ik^-lc^){\-\){lc^-kdl — 17, 


so erhalten wir 


( 8 .) 


Fr(a, b, c, (?) = 


A 

rr 


wo I eine von x, k^^ A, unabhangige Grosse bedeutet. 


8* 


I-t eilir (in* Fiincti<men so ist nach den Gleichungen ( 5 .) 

liin {''.j No. IV in der ringebimg von x ^ eine wie F beschafFene 
Fuiittioii, wtdrhc zuiu I’jXponentcn Null gcliort. Ist —A dei [Exponentj zu 
u.'lchciu pci'hort, undist;. >0, so gehort znm Exi^onenten -A-r, 

willirend zuiii I’.xjionoiite'ii -/• gelidrt. Setzen wir also in Gleicbung (3.) 
fiir v' -x'itu.u in eiruT dt-r Gleicliuiigen (5.) bis (8.) enthaltenen Aiisdrnck nnd 
fur don oi.iiron Ausdruck P+Q„ log welcher unserer Annahme 

naclt zuti! Kxjionontou -A gobdrt, so ergiebt die Vergleicbung der gleicb 
boia ti Fatonzon Aon entAveder im Coefficienten von log(;r —ZjJ oder in 

:>:<] den aoiu Logaritliinns freien Gliedern, dass A dieEinbeit nicbt iiber- 
sohroiton durf, AAonn /.=/,•, und dass A nicbt positiv ist, Avenn h 
von A or'^rhiedon. 

Aid dtiiisolbon "Woge ergiebt sicb unter Berilcksicbtigung der Gleichungen 
(10.) No. 2:'. dass dor Exponent, zu Avelcbem ~ in der Umgebung von x = oo 
gobdrt, nir’nt grosser als die negative Einheit ist. 

Die oben erAvahnte Coefticientenvergleichung zeigt irbrigens auch — Avie 
nach der dire.eten Difi'erentiation der Gleichungen ( 5 .) bis ( 8 .) No. 23 zu 
orvvarton Avar, — da.s.s ini Falle k — die Summen 

da da dh dh 

dx dk ’ dx dk ’ 

zu einetu nieht negativen Exponcnten gebdren. 

Hieraus ergiebt sicb, dass G{a,h,c,d) in der Umgebung eines 
jeden der singnlaren Punkte eine Avie F beschaffene 

Function ist, deren Exponent nicbt unter die negative Einheit 
sinkt. Aviilirend der Exponent von G{a,l,c,d) in der Umgebung 
von X ~ X. hdcbsten.s den Wertb —5 hat. 

Nach Glei.'hung ( 20 .) No. 21 ist 

W 0{n,b,c,(l) = aM(a,b,c,d). 

\\ir Avollen zuniichst bemerken, dass H ausser fiir die Wertbe x=^lc. 
fiir keinen anderen endlichen Wertb von a; unendlich Averden 
kann. Ist nambcb a: = ^ ein von den \ verschiedener Wertb, fiir Avelchen 
^^imtmdlich AA’urde, so rniisste, Aveil G{a,h,c,d) fiir a = ^ einen endlichen 
ert erlialt, a fur a = ^ verschAvinden. Macht x einen beliebigen Umlauf, 



Hirer Bedeutung nach bleiben unci folglich auch -f 

nnd <p^ ungeandert, wenn irgend welclie Umlaufe um andere Punkte 

vollzieht. 

Demnach sind 'f,, cp^ eindeutige Functionen von 
Aus der Gleichung 

(5.) uf+h-+cil — 0 (s. Gleicbungen ;7.) and (8.) Xo. IS) 
folgt durch Trennung des realen und des imaginilren Theiles 

^ ( («; + «H/'. = - [«^j + bi(al) - c, [at?] + C,(ud), 

\ K+a])/] = —b^{ah) — b,[ab] — c,(ad)~c,[ad], 

wo 

j (PQ) = Px(h~PPlu 
( [PQ] = P,(h-PP'^% 

gesetzt ist. Snbstituiren wir die AVerthe von f\ und /] aus den Gleicliiingen 
(6.) in cpj (Gleicbungen b.) und ,'4.';), so folgt 

(8.) = {ahy + {itd){ac). 

Hieraus ergiebt sich zuuiichst, wie auch unmittelbar aus Gleichung (5.) 
sich ergiebt, 

(9-) 'fi = '■?=• 

Setzen wir demnach 

(10-) 9j = 9, = 9, 

so lautet die Gleichung (S.) 

(11.) “(fCi + cfD = (a?/)'+ (tu?) (ac) — B. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich die wichtige Folgernng, class das [sz 
Vorzeichen der Function R fiir eine beliebige Stelle (■>',,;{:,) nach 
Vollziehung beliebiger Umlaufe ungeandert bleibt. 


•27. 


Aus den Gleicbungen (5.) bis (8.) und (lu.) Xo. 2:; ergiebt .sich, dass in 
der Umgebung von x — 

(1.) 9 = “(di/ft-d./'Jlogp. + r,, 



m 


Zl'K 'J iiEOKIK DER I.I^‘E.iBE^ DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 


Xa.-i! dill Gleicdmiigen (4.) und (5.) No. -20 iind der Gleichung (26.) 
No. 21 isl daia'r 



wo I ciru; vou uuabhiingige 


Grosso bedeiitet. 


2(i. 

Wir Mollen imniiiehr die Functionen a, h, c, d, f in ihren realen und 
inianiniiri-n IJestaiuItheil zerlcgen, also setzen; 

il.i n h = &,+ G = C,+ c,*, d = (Z,+ f = 

.Sftzi'ii wir ebciiso 


x = x^ + x^i, 


so ergiebt >ich aus dein Umstande, dass die Coefiicienten der Tabelle (10.) 
No. IS roale Grossun sind, dass es erlaubt ist, in dieser Tabelle a,b,c,d,f 
dnrdi a,, bez. und a, b,c,dyf durch i,, c,, fZ,,bez. zu er- 

setzen, wenn mit fj, d,, ^ diejenigen Werthe bezeiebnet werden, in 

welche sidi die realen Functionen , i., c , fZ,,der realen Variablen 
3 i] venvandeln, wenn der diircli die Coordinaten bestimmte Punkt urn 

je einen der Punkte Umlauf voUzieht. Gleichermaassen ist 

es erlaubt^ in derselben Tabelle a,b,c,d,f durcb ci^, h^, c^, d,, bez. und 
a,b,c,d,f durch i,, c^, <7^,,zu ersetzen, wenn die letzteren Grbssen das 
bezoiclinen, was aus b^, c,^, d^, durch dieselben Umlaufe von wird. 

Die I unction af+b'+cd verschwindet nach den Gleichungen (7.) irnd 
(S.) No. IS identisch fiir jedes x und verwandelt sich durch die Umlaufe urn 
die singularen Punkte A;, in sich selbst. 

Bilden wir daher analog die Ausdrilcke 


9, = «,/; + 6I + c,d, 

?s — Oo 7 j + + c, dj, 


so ergeben die Verwundlungstabellen fiir a^, ... und a^, 

eben die Bede war, dass die realen Functionen' 
Variablen bei Umlaufen des Punktes {x ^x) 
\ ungeandert bleiben. ' ' 


b^, ..., von welchen 
9>,, tpj der realen 
um die Punkte 



jjjiligiiicutjii iiifcjiies von 


(9.) 



In hinlanglicher Nahe von ist das Vorzeichen von cp vibereinstimmend 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 

a~c—d—f 
2h + c — d ’ 


demnach nach den Gleichungen (9.) und (ID.) No. 24 
imaginaren Theiles von 


( 10 .) 



mit dem Vorzeichen des 


In hinlanglicher Nahe von 1:^ ist das Vorzeichen von cp iibereinstiinraend 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 


a -i- 21) c — d 

^-r/- 


demnach nach den Gleichungen ( 11 .) und ( 12 .) No. 24 mit dem Vorzeichen 
des imaginaren T'heiles von 


( 11 .) 




dz 

V?rp)‘ 



Endlich ist in hinlanglicher Niihe von x — oq das Vorzeichen von f 
iibereinstimmend mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von —--j dem¬ 
nach mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 


( 12 .) 


1 :, A-j V'''r'(^) 


Die Grdsseu .sind Quotienten von elliptischeii Periodicitiits- 

moduln. Jede derselben liisst sich durch Anwcndung einer linearen Sub¬ 
stitution in die Form —~i bringen, nach der Bezeichnungsweise meiner [34 
Arbeit*). Nach den Ergebnissen dieser Abhandlung ist also der imaginare 
Theil der Grossen k^, negativ. 


*) Borchaedts Journal, Bd. 83, S. 13 ‘). 


1) Abl. XXIV, S. 65 ff., Bana H dieser Ausgabe. E. F. 



(• 2 .) 'i = ]_[ia, — (l,){—2h^—c^i■(l^~Q-(u, — cL)(—2b^ — c^ + d^ — f^)]logQ,^i■r^, 
iti rmjjfohung von ./■ = 

ill cler rni^ehunt^ von x = 

i.M ? = ^-liA + f,)((!,+ '^k, + c,~d,)-(c, + fJ(a, + 2l), + c,-dJ]logp,+ r^, 
in dt-r rnigfbiing von if = :o 

ir habeii liicrbei in der Uni^ebunsf von rv = A* 

o C? ft 

Mi.) x-Z:„ = 

und in der I'nigebung von a; — c» 

<«.) i ^ e'^«* 

i?; 

ge^etzt. Die Griissen »•„ und erhalten fur p„ = 0, bez. (> = 0 endliche 
Werthe. 

Aus den Gleichimgen (l.) bis (5.) ergiebt sich: 

Ua> ^ orzekhtri von <p in hinliingliclier Nahe von ist ubereinstiminend 
nut deru ^'or/eieben des imaginaren Theiles von dcmnach nacb den Glei- 
chungen (5.) und (6.) Xo. 24 mit deni Vorzeichen des imaginaren Tbeiles von 

V'l'.b') \ \/Us) 

33 ] In hmlanghcher Xahe voii 1 st das ^'orzeicben von (f ilbereinstimmend 
mit dem \ orzoichen des imaginaren Theiles von 

-2lj-c + d-f 
a-'d ^ 

demnach nad, den Gleickmgen (7.) and (8.) Ko. 24 mit dem VoKeichen des 




in einer mclit smgularen btelie ihr \orzeichen niir wechseln konute, wenii 
sie claselbst verscliwande, so ergiebt sich: 

I. So lange die Grossen endlicli und von einauder vei'- 
schieden sind, ist <p stets negativ. 

Aus Gleicbung (11.) No. -2 0 ergiebt sick dalier: 

II. Unter derselben Voraii.ssetzung haben die Grossen 
entgegengesetzte Vorzeichen. 

III. In einer nicht singulilren Stelle kann keine der Grossen 
(ac), (ad) verscliwinden, weil sonst nach Gleicbung (11.) No. 20 daselbst 'f 
einen positivcn Werth annebmen miisste. 

Da nacb No. 28 (ad) in der Niilie der singuliiren Stellen positiv ist, so 
ergiebt sicb aus Satz III.: 

IV. Unter dersclben Voraussetzung wie in I. und II. ist ausser- 
balb der singularen Stellen (ad) stets positiv und (ac) negativ. 

Wir wollen den Coefficienten von i einer Grosse s mit I(z) bezeicbnen, 
dann ergiebt sicb aus den Gleicbungcn (5.) bis (8.) und Gleicbungen (10.) 
No. 23: 

Fill- a; = A, 

(l.) -f(^) = 0. i(|) = 0, 

fiir .r = h 

fiir a; = oo 

(3.) l(i) =. ». 

Hieraus folgt: 

V. In einem der Punkte und in .^• = cc ist entweder 

<fi gleicb Null oder unendlicb. 

Die Grossen a, b, c, d, f, als Functionen einer der Grossen A^ aufgefasst, 
erleiden fiir die Umliiufe dieser Variabeln dieselben Substitutionen, welcbe in 
den Gleicbungen (10.) No. 18 angegeben sind. Es gelten daher die Satze 1—IV, 
wenn wir x mit A'^ vertauscben. Diese Siitze konnen wir alsdann folgender- 
massen zusammenfassen: 

VI. So lange die Grossen a’, A^, A^, A'^, A^ endlicli und unter ein- 

Fucbs, mathem. Worko. m. 9 
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Aus (k'li Gleicluuigen bis (S.) und ( 10 .) No. 23 ergiebt sich, das.s in 
der r!ug<*ln;ng von j' — h\ 

( 1 .) (nd) = log + 

in der rinuebung von ,j = /., 

( 2.1 OnZ) = - ■~{(rt,-d,)- + log (>2 + 6 ';, 

in der rnigebiing von .r = 

(3.) iath = ^e,MJ,^+e,-dJ(((^_^^-(?„_/;)_(2k+c.,-dJ(ai-c^-d^-/’j|(log£)3)' 

- , . , + ^3 log Ps + ®3 > 

III (ler I ingebung von x = 

( 1 .) {mh - -■i!(n. + 2 t.-fr.-d,)(r 2 + /2)-(«3 + 2 Zi 2 + e 2 -d 2 )(e. + /;)i(log 0 j 

+ ^liOg Pl+ ^41 

t.Tidlicli m tier I ingebung von x = co 

' (ad) = ~ (a;-f o;) log . 

Die Grbssen .v_ mid sind fiir 9 ,^ = u bez. = 0 , und ebeaso s[, bez. 
fiir ~ 0 , (I endlicli. 

Aus deu Gleickungeu ( 1 .) bis (5.) ergiebt sich unter Beriicksichtigung 
der Gleichimgen (:i.) und (4.) voriger Nimimer, dass (ad) soivobl in hin- 
lungliclier Nahe der Piinkte A; als auch in hinlanglicher Nahe 
von j' ~ X einen positiven "Werth hat. 

29. 

Die Function ist fiir jeden nicht singularen Werth von x 
35 ] von Null verschieden, so lange die Gross en \ endlich und von 
einander verschieden. Nun haben w in No. 27 bewiesen, dass cp in 
der Nahe von = .0 und von a-= \ negativ ist. Da aher diese Function 



— Wenn I, tj, C auch als Functionen der Verauderliclien betrachtet 

werden, so lasst sich dieses Resultat folgendermassen aussprecheii: 

n. Wenn die Veranderliclien ^solche Urnlaufe iii un- 
eiidlicher Anzahl vollziehen, dass eine oder nielirere der Grdsseii 
C von einer oder melireren dieser VeraiiderlichtMi unab- 
hangige Wertlie annehmen, so wird 

( 2 .) - 0 . 

31. [37 

Wir haben es in No. 20 ausgesprochen, dass eindeiitigc Functio- 

nen von S, ‘/j, C sind, und bemerkt, dass wir den Feweis dieses Satzes im 
Wesentliclien nach der Metbode liefern wollen, welche wir fiir die elliptiselie 
Modulfunction*) angewendet haben. Diese Metliode wax im AA’e.sentliclieu 
die folgende. 

Sind ‘/j^ die dort naher bezeiclineten Fimdamentalintegrale der iJitie- 

rentialgleicliung der Periodicitiitsinoduln init der unabhangigen Abiriabeln 

so bewcisen wir zuerst, dass der reale Tlieil des Quotienten H = - in der 

’’a 

Niihe der singularen Punkte 2 t = 0, I, positiv ist. Bezeichnen wir den 
realen Theil von H mit so kann es kein Gebiet P geben, innerhalb 

dessen <K(H) negativ ist. Denn es miisste an der Begrenzung von I', wo 
9i(H) sein Vorzeiclien wechselt, 9i(H) verscliwinden. Wir zeigen aber da-' 
selbst, dass das Vorzeichen von 3f(Il) vom Wege der Variabeln 21 unab- 
haiigig ist. Wir konnen nun den Umlauf von 7( so wiihlenj dass innerhalb 
r die Function H, also auch 9i(H) nicht uncndlich wird. Weil aber inner¬ 
halb r keiner der Punkte u = 0, J, .oc sich befindet, so miisste 9t(H) inner¬ 
halb r identisch verschwinden. Wir zeigen dnnn, dass fiir unendlich viele 
Urnlaufe, welche H von n unabhiingig machen, 9i(H) gegen Null convergirt. 
Der Gesammtwerthvorrath, den H fiir alle mdglichen Urnlaufe von 21 erluilt, 
befindet sich daher auf der positiven Seite der lateralen H-Axe. In diese 
Axe fallen auch die Werthe von II, welche it = 0, n = i entsprechen. Fiir 
die Function zi von H, wie sie durch die Ditferentialgleichung zwischen u 

*) Bokchardts Journalj Bd. 83, S. IS^). 


i) Abh. XXIV, S, 86, Band II dieser Aaagabe, K. F. 
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CR 

itruk-r vcr<«( hif(Ieu sind, haben die Grossen I(-C),/(D’-ZCv]) 7(-C) 
stot^ das negative Vorzeicben. 

36 ] ill der '1‘heorie der Ai)Ei.sclien Functionen iverden Grdssen 

betraehtet*), welehe mit unseren Variabeln vj, C in folgendem Zusammen- 

haiiiie stehon: 

= -i':. 

Die in deii obigen 'I'lieoreinen entlialtenen Resultate, in diese Bezeichnungs- 
weise iibertragen, liefern den Siitz, dass der reale Tbeil der quadratischen 
Form -idiJ/i?* r (?«, « reale ganze Zahlen) eine dednite Form mit 

negativem Wertbe ist. Dieses Theorem, welches zuerst Eiemann**=*) mit anderen 
Hfdfsmitteln beivieseii, hat sich also in unserer Untersuchung als eine Eigen- 
sehaft der Functionen, welche gewissen linearen Differentialgleichungen ge- 
niigen, ergeben, gleicli wie wir das Theorem von den Periodenrelationen***) 
in No. IS unserer I'ntersuchung ebenfalls als einen Austliiss aus den Eigen- 
Kchaften der Integrale linearer Ditferentialgleichungen erkannt haben. 


30. 

Wenn wir den Satz V. voriger Nummer auf als Functionen der 

^ ariabeln j, L\^ iibertragen, so lautet derselbe: 

I. Wenn zwei der Variabeln unter einander oder gleich 

einer der Grdssen A;, A; oder wenn eine der Variabeln nnendlich 
wird, so ist entweder /(C) = oc oder /(^)’-/(■/])/(-C) = 0. 

Nach Gleiehung (11.) No. 26 ist 


'Wenn j- unziihlig viele Umliiufe vollzieht, derart dass eine oder mehrere 
der Grossen g, r,, C von r unabhangig werden, so wird, da (p ungeandert bleib.t, 
the rechte Seite der Gleiehung (1.) verschwinden, folglich auch die linke. 


*1 ItiEWANN, ,Ab. K., No. IB'J. 
**) A. a. U., No. -21 q. 

♦*"1 UiKMAX.N, a. a. 0., No. i)’). 


* Wnke, {1. Aufi. S. 129. R. F. 

A. a. 0., 8. 

® i A. a. 0., S. 131. R. r. 







ANMEllKUNGEN. 


1) Anderuiigen gegen das Original. 

Es wurdc gesetzt nach dcr Druckfehler-Bericlitigung zur Mittheilung vom 1. November 188S 
(No, 1—7), die mein Vater selbst am Schlusse dcr Mittheilung vom li). December (Sitzungsberkhte 
188S, S. 1200) gegeben hat: 

S. 11, Glekhiing (2.) recliter Hand — 1 an Stelle von +1, 

„ 18 ist in Gleiclmng (^^) hinter das Zeichcn ± hiuzugefugt. 

Ferner wurdc, von einigen Druckfcblerii, die .stillschweigeiid verbessert warden, abgesehen, 
Folgendes veriliulcrt: 

S. 3, Zeile 1 Bedeutet statt Bedeuten, 

„ 5 wurdc hinter Gleichung (5.) !) hinzugcfiigt, 

10, Zeile 4 v. u. wird statt werden, 

„ 14, „ 9 wnirde »der« vor Gleichung eingetYigt, 

,, IG, ,, 3 V. u. wurde »?/ eiu Integral von (1.)* eingcfiigt, 

„ 21, „ 4 V. u. wurdc »das den Gleichungeu (2.) genugt« oingefiigt, 

,, 22, „ 1 den Gleichungen statt dcr Gleichung, 

Gleichung (9.) w'urde (a = 1, 2, ...,wO angefiigt, 

Zeile 8 v. u. linden statt lindct, 

„ 7 V. u. GleiGhungen statt Gleichung; dasselbc noch an einigen andercn Stellen, 

„ 24, „ 5 wurden die im Original liinter W stehenden 'NVorte: scinen Uiiilauf von x unu 

gestrichen. 

„ 25, Gleichung (1.) rechter Hand -4,-o, Ad •••j Acs 

(i = 1 , 2 ,,.., 2n) statt (a = 1,2, ...,2u), 

Gleichung (Sg.) wurde (a = 1, 2,..., v) angefiigt, 

Zeile 13 geniigt statt geniigen, 

„ 5 V. u. DiQi 7)it, ...j 21,‘ y_j statt ^cin • **» v-i> 

„ 2G, „ 4 (s. No. 4) statt (s. No. o), 

„ G wurde »vou x unabhangige* eingefugt, 

„ 29, ,, 8 wurde »in« vor Borchardts Journal eingefiigt, 

„ 33, „ 2, 6, 16 niedrigerer statt niedriger, 

„ 34, „ 5 »die statt $:x und »den statt 



«nd H=^) delinirt wird, sind aber ^^ = 0, 1 die einzigen wirldichen singularen 
Punktc. Demnach ist « eine eindeutige Function des Werthvorrathes H. 

Genau ebenso verfahren wir in der Frage, die uns gegenwartig beschaftigt. 
Aus den Gleichungen (2.) No. 20, und aus den Satzen am Schlusse der No. 21 
imd am Schlusse °der No. 25 Gleichung (9.) folgt, dass die einzigen Singu- 
laritaten der Grossen a;, \ als Functionen der unabbangig von einander 
sich anderndeii Grossen 7], C, durcb das Zusammenfallen zweier der Grossen 
r I I- I- Oder das Unendlicbwerden einer oder mehrerer derselben erhaltcn 

vC, Ajj ^ 

warden. Nacb No. 29, Satz VI. ist der Gesammtwerthvorrath V der Mannig- 
faltigkeit r,, C, weim die unabhangigen Variabeln a:, \ beliebige ’VVege be- 

schreiben, so beschaffen, dass -1(7])) -^(§) Q i^Ggativ bleiben. 

3 S] Diejenigen Wertbe, welche durcb imzablig viele Umlaufe von x,h^, k^ von 
soldier Beschaffenbeit erzielt werden, dass eine oder mebrere der Grossen 
t, r„ C von einer oder mebreren der Grossen x, \ unabbangig werden, 
liegen auf der Begrenzung von V (Satz II. No. 30). I'm- diese Wertbe ist 
nambeb /(|)’-!(-/])I(-C) = 0. Ebenfalls auf der Begrenzung liegen 
die oben bezeiebneten singularen Stellen von x, k^, \ als Functionen von 
5, 7], C (Satz I. No. 30). Fur diese ist namlicb entweder /(C) = oo oder 
/(|)®-/(7j)I(-C) = 0 . Hieraus folgt: die Variabeln x, k^ sind ein¬ 
deutige Functionen des Wertbvorratbes V der Mannigfaltigkeit 

In der That sind diese Functionen x,\,\ vermittelst der Tbetafunction 
als eindeutige Functionen von 7], C darstellbar. 

(Fortsetzung folgt) ‘). 

*) S. l.c. p. 252), 


1) Diese FortBetznag* ist ulcbt erschieneu. K. F. 
S. 98, Band II dieser Ansgabe. R, F. 



w Uds integral uuer uie liegrcnzung W cines fiebietes erstreekt ist. in wekhom kcin .-inguliircr Ptmkt 
(Icr Differentialgleichung sich betindct, setzt das zu Beweiseiide schon voraus, da diose (ileicliung mir 
bestelitj wcnn inncrhalb W eindcutig, endlich imd stetig ist. 

Dags die I'unctionen als lunctionen von x in der 'I’hat keiiic aiideren Singularituten als die 
Functioncn sclbsfc Ijcsitzen, so lange der Parameter ]c innerliallj gewisser Grcnzen fdeihf, folgt, wie 
Herr ScHLESlNOEn, ITaudbucli u. s. w., II j, No. 228, gezeigt hat, aus den Untersuchuugen dcs Ilorra 
PoixcAnic (Acta ^latliematica, Rand IV, S. 212 tt'. Vgl. hievzu aueli: Sc'iiLi:NiN(iKn, Handbucli u. s. w., 
Rand I, No. So and lOdj. 

4) 7ai deni in No. lo gegebenen Nachwois, dass die Cdeielmng ( H.) - die jctzt sogenaimte nto Assodirte 
der Gleiclumg (A.) - reductibel .sein mugs, wcnn (A.) den Anforderungen (a.) in No. 11 genugt, ist zu 
bemerken, dass dicser Beweis imd iiberhaupt der Satz von der Keduetibilitat der As.^odirten nicht 
richtig ist. In der Einleituug zu der Alittbeilung voin 17. ^larz ISOS in den Sitzungsberiditen der 
Akadeinie IbOb, b. 222 sagt meinVater: :s>Ks inbge bei dicser Gehigenheit beinurkt werdon, dass sidi in 
die Mittheilung in den Sitzungsberiditen 1888, S. 1284, Gleidmng (15.) bis (21.) eiii riecbonl'obler dn- 
gesdiliclion hat, wcdcher den dorfc gegebenen Reweis beeintriichtigt^. Dicser Kcdicnfeliler ist der folgende: 
Aus den Cdeichungen ( 0.) der No. 13, S. 2(> foigt, dass fur eiii Fundamentalsystem weim f von unub- 
hilngig ist, die Grosseii dieselben bleibcn wie fiir 1^, wcnn dass dageeon durch 

•^a« +-^rzu ersetzen ist. Deinnach tritt an Stelle von yjt), fur nidit /’yi0 4-2 

eondern yjj)-^r Danii lautet aber die Glcichung (H).], S, 27 


Statt (18.) ist zu setzen 
Also ist 


11,(0 = 'M 0 + y.(.0 + y Z'to- 
. K 0 + /(0 = 


Die Gleidmng (17.) ist also selbstvcrstiindlidt, wenn (12.) erfallt i.st. Es liisst sich in der That 
zeigen, dass fur jedes Fundamentalsystem 11 (I) — y ’//{t) ist, so dass man auf dicse AVeise die Reduc- 
tibilitiit der H^cn Associirten nicht crschliessen karm. Mein Yater ist spater noch eiiimal auf den 
Gegenstand ziiriickgekonimen in der ^Mittheilung vom 0. Marz 1390, wo cr die nothweiidigen und liin- 
reichenden Redingungeu fur die ReductibiUtilt dor Associirten entwdekeit. 

Die folgenden Untersuebungen liber die reriodicitdtsraoduln der lUtraelliptischen integrale bleiben 
durch den augegebenen Fehler unbeeiuHusst, da ja fiir dcreii Ditieroutialgleiclmng Ordnung die 
Rcductibilitiit der zweiten Associirten unniittelbar diu'cli das Vorhaiiden.sein eines rationalen Integrals 
bewiesen wird. 

6) Zu No. 21, S. 48, Gleichuug (15.) mochte icli zuni besseren Yerstiindniss die genauere rntersuclmng, welehe 
ergiebt, dass y = 0, bier zum Abdnick bringen, so wie sie .sicli im handsehriftlirhen Nachlass meines 
Yaters gefunden hat: 


Setzen wir auf beiden Seiten der Gleichuug (14.) f = d = 0 und 
fiir a, c Werthe, welche den Gleichungeii 


hi'a + irJ c = 0, 

ua -f ofj & + = 0 


ft 



'Xh Xeile > Ui das Wort i^bezoirlinf^ten': vor rrnlaufe wcggelassen, 

V. u. »niujrf< Rtatt niiisse, 

, ..7, „ 5 V. u, ihrc Ableitimgen statt die Ableitungen, 

« ;»!♦, « 11 V. u. /wisdion a^,:, >und« emgcfugt, 

^ 11, „ l.i v. u. i>von ;r uj)abliungige« vor Werthe eingefugt, 

11 V. u. 1st statt Sind, 

. CMdiuwj 05. / uj ^) statt 4- , 

« 4", Z‘jile 15 eines Fundauientalsysteins statt des VundaTnentalsystcms, 

- 4»b „ 1 »angeg(.du‘ncii« vor Umlaufe gestricheii, 

„ 47. „ 5 V. u. wurde Gleicimng (I3a.) M = y(6' + ctZ) liinzugefugt, 

„ 4 V. u. wurde zu Anfung »sein« eingefugt, 

« 5J ill der dritten der Gleicliungen (9.) — statt. 4-, 
ill dor dritten der Oloifliungeii (9a.} -• statt +, 

« 57. Zeile 11 ilire siiigularen I'unkte statt die siugulureii Vunktc dersclbeii, 

".'t - 10 V. u., S- till, Zoilft 1 und 7 v. ii., S. 93, Zeile G ist »den« vor Gleicliungen 

eingei'ngt, 

.. ol. ;; V. u. Xo. 25 statt X"o. IS, 

„ 9.J, (ib'ichung ill.) die obere Greuze im zweiten Integral /.g statt Ji\. 

• ^5, Zeilf* 9 wurde »soiist« nacb woil eingefugt, 

1.'' \or (ileirliung (l.j x k^ .statt x = Z^, 

. 20 ^or Glekhung (2.) k^, k^ statt x 

f;l.?khung (;).) = oo statt j 

Zeilo 7 V. u. J j uiiendlicli statt J 

- *'’<>, „ t; V. 11 . JO =-^ CO statt JO = 0, ebeiiso S. 68, Zeile 7 v. «. 

J) Was die KinMiruiig der zii einer linearen Diti'erentialgleichung gohorigen Klasse (No. 9, S. 17) im An¬ 

schluss an di.‘ l.eiden nachgtdassenc-n Arbeitcn Iliii.M.t.v.vs »zwei allgemeine Siitze iiber liuearc Differential- 
deicbutigoti udt algoi.raisi'ben ('oefiicientciu Gesammclte AVcrkc, zweite Aiiflage (1892), 

anbftrntt, so i.J dazu Folgendes zu Iiemerken: .Alein Abater bedient sich bier dor Bezeichunng 
»Klfee« m t-incm etwas anderen 8inne, aks sic ursi)riinglicb von RiiiM.«N gedadit war. Nach Rie- 
M.v.Ns- gelK.rcn bneare iiitfbrenfialglticJmngeii, deren Ldsimgen an kciuer Stclle von uncndlich holier 
•rdnung unendhch werden, zu derselben Klasse, wenu sic niclit nur in alien A'erzweigungsstellen ilirer 
Integrale. .ondern auch in denjenigen rncndlicbkcitsstellen iiborcinstinimen, wo sich die lutcgralc wic 
rat.,male Functionen .erhaltcn. Mein Vatcr abcr bezeicbnct weitergehend UilVerentialgleichungen, deren 
. .un.en eirieii^ iinkt der 1 nbestimmtbe.t besitzcn, als zn einer Klasse gehorig, wcim ihrc lategrale 
feellier^ erzwe^stellen besitzen. Fur diesen weitercn Begriff hat Herr Poiec.vhe (Acta Mathenntiea, 

Man «l .!• “'n'“ (von Hcrrn Scheeringer mit >Art. ubersetzt) eingeftihrt. 

. vgl. uber diese Keze.chnungen; L. Scheesinger , Handbuch dor Theorie der linearen Differential- 
glembungen Band 11,, No. 161 und No. 222; meienciai 

3, Z. ta In X,, 12, .K,24, Gl*bn„ge, (g,, K.oh,,™, da„ dfe AMeilnng.n At 

MS y, stlbM, ist bolgendes za bemerken; Die rechte Seite der Gleichnug (9.) 

1 G d/a(g, fc) ds 


0 , 

Null, 


J_ r 

S'k 2-.iJ dh 


t 



iicner iNane ernes sicn oennaec, oaer in aer jNiuie ron x = ist 9 
negativ (No. 27). Soli cp in einem Gebiete !' positiv seiii, so niiisste das- 
selbe durcli Curven abgegrenzt sein, welche die Punkte und oc aus- 
schliessen. Mdge eine solche Curve, die \ ausscbliesst, heissen und 
die 00 ausscliliessende C,^. Betracliten wir cp in seiner Abhiingigkeit von 
so wird sich verandern, wenn sicli verandert, und es wird nach 
No. 27, da cp in Bezug auf 7^^ dieselbe Eigenschaft, wie in Bezug auf x be- 
sitzt, wenn in hinlangliche Nalie von \ riickt, cp durchaus negativ sein, 
also miisste aufhoren zu existiren. Dieses ist jedoch nicht moglich, 
weil in hinlanglicber Entfernung von jedem der Punkte \ bleibcn muss. 
Demnach kann es llberhaupt kein Gebiet F geben. 

b) Der Beweis, dass cp stets negativ, lasst sicb am besten folgender- 
massen lieferii. Wir nehmen an, dass x und eine solche Lage haben, 
dass noch cp = 0 sei, dass aber, wenn sich um ein Kleines nach einer 
Bichtung fortbewegt, cp negativ ware; dann ist, weil x und nicht singular 
sind, wenn wir setzen 

X = .cKi+icB, = a,+ i«j, k^ = + = /3, + 7/3,, 

(1.) cp = A{x^—a^) + ■]: G(x^ — a^Y -{■ B{x^ — cc^)ix..-a^) 

worin die Coefficienten A, C, ... stetige Functionen von 7^, sind. 
Andern wir 7^,, 7^, stetig, so geht cp liber in 

wo A', jB', G', ..., cp' resp. von A,i7, G, ...,cp beliebig wenig verschieden 
sind (der gleichmassigen Convergenz wegen). Es wiirde also auch, fiir das 
veranderte System 7^^, 7^^, cp' fiir = «,, = «, verschwinden; aber w’enn 

der oben bezeichneten Eichtung abgeiindert werden, so muss 9 
negativ sein etc. B. 1 *. 


Fuchs, mutlieni, Werko. IIT. 
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wir aui innutju ouiLCii \uii - — - ^ 

^ic’}l aus cion (rleichungen 

iu'a + in[h + mid = 0, 
aa+ cc, i+ KjCZ = 0 

ergeben, so folgt ivieclerum, wenn nicht y = 0, dass m'— Aa, = Aa^. 
Setzen cvir endlich auf beiden Seiten der Gleiclmng (14.) a = 0, d 0 
und fik b,rJ^yeYthe, welche den Gleichungen 

Hi'& + Hi'C+ Hi'/’ = 0, 
a^h+ c + aj = 0 

geuugen, so folgt, wenn nicht y = 0, dass ?h( — Aa^, m[ — Aa^. Es ist dem- 
nach, wenn nicht y verscliwindet, identisch 

m'a + Hi' c + Hi 'd + m[f — A(aa + a^c + a^d + a^f). 


Ebenso ergiebt sich, dass unter denselben Umstanden 


ii«+ HjC+ n,d-\- nj — (i{aa+ a^c+ a^d+ a^f), 
Hi" a + m'l c + Hi" d + Hi" f = V (hi' « + Hi' c + hi' d + h?( /’) 


Setzeu wir also 


= Av(aa+ a,^c+ a^d+ a^f). 
au +• «2 c + ^3 d + /■ = F, 


so geht (14.) iiber in 

iAvVA-m'[l){V+ad>)-{^y + nJ)){AV+m\l) = y(a/'+&*+cd); 
diese Identitat kann aber niir bestehen, wenn y = 0. 

6j Die Theile diescr Arbeit von No. 20 an sind wobl nur als ein Entwurf einer sehr tief liegenden 
Intereuchung uber die Art der Abhangigkcit dorWertl.e a;. /,•„ A, von den ,,, C anzuseben. In Bezug 
auf den am Anfang der No. 29 ausgesiirocbencn Satz, dass <p fur jedcn nicht singidarcn Werth von a, 
50 lange die Drosscn endlich und von einandcr verschieden sind, immer einen negativen Werth hahen 
musae sei holgendes bemerkt. Mein Vater bat. vvie aus dem handschriftlichcn Nachlass hervorgobt. 
wiederholt vcrsucht, fur dicsenSatz. dor fur die in den folgeuden Nummern angedeutctc Theorie grund- 
egetid ist, cmen licwe.s zu geben. Ich mochte die beiden letzteii Noten, die ich zu diesem Gegenstand 
nVH ' iiT ^^bdruck hringen, wenn mir auch das Beweisverfahren noch 

werdentlln i^orsehung von Wichtigkeit 

a) Setzen wir, vrie in No. x — t j-.r f Z- _/ t -i • e 

reale I< unction der realen Variablen x r 1 1 < 3 . i • i • v 

^ > cuiduien ic,) d:-, bo lange x in hinlang- 


LY. 


BEMERKUNG ZU DER ARBEIT IM BANDE 75 SEITE 177 

DIESES JOURNAI.S. 

(Journal fiir die reine und angewandte Matliematik, Ed, 106, 1890, S. 1—4.) 


In meiner Arbeit (Journal fiir Mathematik, Bel. 75, S. 179*)) babe icli [i 
den grdssteii unter denjenigen um den Nullpunkt dcr complexen Yariablen iv 
be.schriebenen Kreisen, innerhalb deren niebt zwei versebiedene Wertbe w der 
Function 


F{ic) 


tCfj(;lu) 


{f{w)^g{iv) gauze rationale Functionen und f[(y,g 0) von. Null versebieden) 
denselben Wertli ertbeilen, als Grenzkreis definirt. Der Radius die.ses Ivreises 
ergab sich (daselbst S. 184^)) als der Modul derjenigen Wurzel dcr Gleicbung 
F'(^v) = 9, welcbe unter alien Wurzeln derselben den kleinsten Modul bat. 

Wenn die Coefficienten der ganzen E'unctionen f(w)imdg{iv) besonderen 
Bedingungen Geniige leisten, kann jedocb der Radius des Grenzkreises einen 
kleineren Wertb haben*). In der folgenden Notiz soli dieser Ausnabmefali 


pracisirt werden. 

Hieran schliesse ich eine Beinerkung, aus welcber hervorgebt, dass die 
Bestimmbarkeit des Grenzkreises nach den S. 194^) (daselbst) zusammen- 
gefassten Forderungen von dem Ausnabinefalle niebt beeinilusst wircl. 


*) Eiii Bolches Boispiel wurde inir von Ilerrn Anissimoff, Privaldoeent an der Eniversitilt Moskau, 
vorgelcgt. 


I) Abb. XIV, S. 361, Baud I dieaar Ausgabo. R. F. 

Ebeuda S, 369. R. F. 

3) Ebenda S. 379. R, F. 
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itttcii uuu ucsauiutjii jcvrtiises jti.. oina aemnacii 'jj 

resp. die Argumente von^w und so folgt daher zunachst 


also 


A(?<? = ± Adcs„ 


(4.) dtp = ± dcpj. 

Da filr alle von w — w'\ = w' ausgelienden entspreclienden Wegelemente 

denselben Werth annimmt, so gilt Gleiches von 

_ cl log ll\ 

(I log 10 


Fiir die entspreclienden Wegelemente w — w" und w^—w', fiir ivelche fli\ = clr, 
erhalt 


7 7 ^ + tdtp 

d log it;, _ B 

d log 10 dr ., 

-R + 

nach Gleicliung (4.) den Werth 


[3 


(5.) 


Nun ist 


( 6 .) 


l±iR 


dr 


dr 


d log 10 ^ _ ^ F'{tv) w 

d log 10 




A -f B i. 


Es wire! gefordert, dass B = Q sei. Wenn dcmnach endlich und von Xiill 

verschieden, so miisste im Ausdrucke (5.) das obere Vorzeicheii gewiihlt 

Averden, und es ergabe sick demiiach A = —1. Derselbe "Werth von A 

wilrde fur 4^ = 0 auftreten. Da aber der Werth A -1 nicht statt haben 
dr 

kann (siehe daselbst S. 182^)), so bleibt nin die Annahme ilbrig, dass 
unendlich wird. Die Wahl des unteren Zeichens liefert alsdann 


(7.) A = 1 

Oder 

(8.) toF'{w)+to,F’{io,) = 0. 


Abb. XIV, S. 366, Band I dicser Auegafce. R. F. 


Dct Ausnahmefall ,,ieht seinen Uispnmg a«s dem S. lSl-182') (daselbst) 
bctraclitetcii I'aUc B = « md ergicbt sich folgendermasseii: 

Setzen wir in die Gleichung 

( 1 .) 

ai ffl.i 

jy z= re^ , iVi = t-e , 

2 ] so ergeben sich. hieraus durch Trennung des realen und des imaginiiren 
Theiles die algebraischen Gleicbungen 

I <?(c03'f, costpi, b) = 0 , 

I H(cos'f, co. 3 (f,, r) — 0 

mit i-ealen Coeflicienten. Der Voraussetzung gemass werden dieselben be- 
friedigt durch die realen Werthe r = R, coscp =- coscp", coscp^ = coscp'. Dem- 
gemass ergeben die Gleichungen ( 2 .) in der Umgebung von r = J? 

cos 9 = cos 9 " + ip ((r — 
cos 9 , = cos 9 '+ ip,((r — 

± 

wo ip,'13, nach positiven ganzen Potenzen von {r — Ry fortscbreitende Ueihen 
mit realen Coeflicienten bedeuten. Die Gleichungen (3.) liefexn der Voraus- 
setzung nach nur fiir r>R reale Werthe fiir die beiden Grdssen <p und <p, 
(vgl. daselbst S. 182"). Dieselben lehren, dass die Lagen je zweier zusanainen- 
gehorigen Punkte eines Kreises Jf, sich mit r stetig andern. 

Der Voranssetzung gemass entspiechen den Werthen von lo in der Um¬ 
gebung von ic" Punkte 10 ^ in der Umgebung von 10 ', die ausserhalb oder inner- 
halb K liegen, je nachdem w innerhalb oder ausserhalb K befindlich ist. 
Sind daher ic und io, zusammengehdrige Punkte des dem Kreise K unendlich 
bcnachbarteii concentrischen und grosseren Kreises K', welche resp. den 
Piinkten w" und w' unendlich benachbart liegen, so mtissen die geometrischen 
thumtitciten tc—iv" und u\~xc' die Kichtungen der Tangenten des Kreises K 
resp. in w" und w' haben. Nun sind aber dieselben geometrischen Quanti- 



1) Abb. XIV, S. 365—367> Band I dieaer Auagabe. K. F. 
EWada S. 366. B. F. 


u >TVijLWix YVix ccix xii XI vj* u Ulo V uaCiCJLUSl J gcHUllcIltfll 

Bestimmimgen anknilpfen. 

Die Gleicliung (l.) No. 6 daselbst eingefiilirte Grosse « bleibt willkurlich, 
iind nur ihr Modiil hat eine gewisse untere Greuze. Setzen nir (Gl. 3 .; 
No. 5 und Gl. ( 1 .) No. 6 , Gl. ( 0 .) No. 8 daselbst) 

_ Tyv,„) _ y M [ 0 » - D - 0 » + !)] + « - 1 ) - 1 ) 

' ^ 26'[(w —1) +1)] 

Bilden wir mit dieser Function die Gleichungen (I.) und (8.) voriger Nummer, 
setzen in denselben a —p+p'i, lo — re'^^, so ergicbt die Trenniing 

des realen und des imaginaren Theiles vier Gleichungen fur r, cos cf, cos cp^. 
Die Elimination dieser Grossen liefert eine algebraische Gleichung zwischen 
p und p'. Man darf also nur p und p' so wahlen, dass diese Gleichung 
nicht erfiillt werde. Dann gehort der Grenzkreis unserer Function F{w) 
dem Normalfalle an, und es bleiben die Schliisse der No. (3 bis 0 daselbst 
bestehen. 

Berlin, September 1889. 


1) Abli. XIV, S. 370—37G, Band I dieser Ausgabe. K. F. 


ist der Ansnulimefall vollstandig umgi-enzt: 

flalHMi (lie l.inden (ileiehungeu (l.) und (S.) Losungeu iv), 
fur welclie die Moduln von n\ und w einander gleich. sind, und 
ist der kleinste diesev Moduli! kleincjv als die Moduli! der ^Vur- 
zeln der tileicliung F'(ir)-■ it, so ist derselbe der Radius des Grenz- 
kri'i'^e s. 

l)iiss die Moyliflikeit, dass u\ und w denselben jModul buben, in der 
■fhat eiiieu Aiisnalirnefa 11 ausmaclit, ergiebt folgende Erwiigung; 

Set/.(‘ti wir in die Gleicdiungen (I.) und (S.) w = ra’ , , und 

trtaineii (iie realen uiid die iinaginareii llestandtlieile, so erlialten wir zur Be- 
■'tiiiiiiiuin; vtju r, cos-i, cos'^, vier algebraiselie Gleicliuugen, deren Zusarameii- 
(levteiieu eiiie Bediiiguiigsgleidiuiig fur (.lie ('oeflieientea von /'(«•) und g(w) 
zur l ulge hat. 

Wir bemerken iibrigens, dass aueli der Fall B = co (S. IS I daselbst’.) 
4 ) •reuis'-ernias.sen znin Ausnabmefalle gebort. Es kann luimlich nicbt v)' eine 
\'el•/«vi^ung^'teUe der Function w von .sein. Denn aus der Entwickelung 

7 . y.±}_ 

1 !(• —W" = C„(((\ —16'')* -f —7C') '• +•••, 

ivtdche ill der ['mgeimug von u\ = w' gilt, und wo y., I ganze positive Zablen, 
letztero grosser abs Eins, wiirde sicb ergeben, dass innerbalb gelegenen 
Puiikteii der Lbugebung von w ebenfalls innerbalb K gelegene Punkte der 
I’nigebnng \ou w" eutspriicben, was deni Begritfe de.s Grenzkreises wider- 
spricht. FE ist deinuach init F'{w') = 0 gieichzeitig F'{w") = 0 . Also aucb 
in deni Falle B — .xj geniigen — w', w = w" den Gleicbungeu (l.) und 
(S.), und haben den.selben Modal. 

I)eingema.ss ist der A'ormalfall der, dass auf der Peripherie des Grenz¬ 
kreises zwei entsprecbende Punkte zusainmenfallen (siebe S. I 80 daselbst®)). 


0. 

I'm zu zeigcn, dass die Bestiminbarkeit des Grenzkreises den Forderunaen 
gemass, welclic S. 194®) daselbst zusaniinengefasst sind, von dem Ausnabme- 

All. XIV, S. Hand I disiSdr Ausgibe. H. F. 

2j Ebeaia ►S. SC4. U. F. 

8; tteaJa .S. S7y. R. l\ 
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UBEll ALGEBEAISCH INTEGRIRBARE LINE ABE DIFFERENTIA L- 

GLEICHUNGEN. 

(Sitzungsbericlite der Konigl. preussisclien Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 
1890, XXVI, S. 469—483; vorgelegt am 22. Mai; ausgegeben am 5. Juni 1890.) 


Es seien die Integrale der irreductiblen Differentialgleichung 


(A.) 


(f y ^ iPy 




cU 


ry = 0 


[469 


mit rationalen Coefficienten ilberall bestimiut*), und es werde voraiisgesetzt, 
dass die Wurzeln der sammtliclien determinirenden i'undanientalgleichungeu 
rationale Zahlen sind, iind dass zwisclien den Elementen eines Fundamental- 
systems von Integraleii 2 / 2 j 2/b Gleichung (A.) eine bomogene Relation 
72^®" Grades mit constanten Coefficienten 


bestehe, deren linke Seite sich nicht in Formen niedrigeren Grades zerlegen 
lasst. — In frilheren Arbeiten*"*^) babe ich filr > 2 aus diescn Voraus- 
setzungen die Folgerung gezogen, dass die Gleicbung (A.) algebraiscb integrir- 
bar sei, indem ich den Nacbweis fubrte, dass als Function von •/] = -— 

aiehe Borchardts Journal, Bd. OG, S. 14G, Glcicliung (1*2.) i). 

**) Sitzungsbericlite vom S. Juni 1SS2, S. 703 fV. und Acta matheniatica, t. I, p. 321®). 


i) Abh. VI, S. Idti, Baud 1 dtosor Auagabe. R. F. 

2} Abh, XXnX, S. 2S9ff., and Abh. XL, S. 299 ff., Baud IT diesar Aasgabe. R. F. 
Fuchs, mathem. Worke. III. 
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ANMERKUNG. 


V%1 zM dicser xlbhandlung die Anmerkung 2 zur ALh. XIV, S, 411-412 des ersten Bandes uad dlo 
Anmerkung 1 zu Abh. dieses Bandes. B. F. 



Wie mit Hiilfe der Gleiclmng (a.) die algebraisclie Xatur der Integi'iilc dor 
Gleiclmng (A.) zu erwoisen ist, iindet sich am angefuhrten Ortc unr ange- 
deutet. Indem wir auf diesen Xaclnveis bier des Niilieren cingelieu, wolleii 
wir zwei Verfalirungsarten entwickeln, welche auf vcrscliiedeiien Principien 
berulien und, wie es scheint, ein iiber den vorliegenden Zweck binansreidiendes 
Interesse darbieten. 


1 . 

Wir scbicken einige Satze voraiis, welche wir im Folgenden verwenden 
wollen. 

I. Sind die zu adjungirten Functionen, so hat 

das Bestehen der Gleichung (B.) zur i'olge, dass einer 

homogenen Relation mit constanten Coefficienten geniigen. 

Deun durch Differentiation nach z folgt aus (B.) 

(b) 11 n'l +'ll -r! 3 !/':> — bj 

wo y'’‘' = gesetzt ist. Ausserdem ist [471 

( 2 -) + + 

Eliminiren wir aus (l.) und ( 2 .) successive und /I, so ergiebt sich 

(3-) = 0, 

(b) = 0. 

Aus den Gleichungcn (B.), (3.), (4.) ergiebt sich durch Elimination von ?/j, y^ 
eine homogene Relation zwischen mit constanten Coefficienten. 

Ist « 7 > 2 , so ist auch der Grad der zwischen w,) W', stattfindenden 
Relation gi-osser als 2 . 

II . Es sei die Differentialgleichung 

(5.) y'”*’ + f“-" + ... + !/ = 0 

irreductibel und die Integrate derselben irberall bestimmt*). 
Es seien iiberdies die Zweige eines Integrals y derselben, bis auf 
constante Factoren, von endlicher Anzahl, so besitzt dieselbe 

*) Borchardts Journal, Bd. 6G, S. 146, Gleichung (12.)')* 


1) Abb. VI, S. 186, Band I dioaer Ansgnbo. E. F. 
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iiiir eint“ ('lulliche Aiizalil von Wertheii annehme*), und dass 
/.wischon und r, eine algebraische Diffcrentialgleichiing erster 
Orduung bestfht, in welclier die Variablen separirt sind**). 

Dirt'ereiitialgloicdmng nird folgeiideriiiaassen gebildet. Es sei II{f) 
die IlKssKscdie ('ovariaute dor Form so ist =*“**) 

//(/•) = A(r), 


WO X{;) Wnr/.ol einer rationalen Function von Sei 


470J 




Hit) = :), 

dr- 


endlich A(.-) diejonige Wurzel einer rationalen Function von welcher die 
Hauptd.-tenninante von gleicbwerthig ist. Setzen wir zur Abkiirzung 




A"-* 


Qi'. 




-\IX = 0 (^), 


i, -■) _ \ (? ^ rr\ 


so lautet die genannte Differentialgleichungt) 

Wir fugen fiir den weiteren Gebrauch noch hinzu, dasstt) 

>/. = 0(r)i(rO. 


Acta matii., a. a. U., S. ‘i;28*). 

**) Acta math., S. 320 -). 

Acta math., S. 323^). 
f t Acta math., S. 329, Gleichung (27.) •*). 
ft) AcU math., 8.329, Gleichang (26.)«). 

51 Ath. XL, S. 306, Baad II dieser AKSgabe. R. F, 

3 S. 307. R. F, 

5,1 Eb^EiIa S. SOI. R. F. 

*} 3. 307. R. F. 

#> Et«n4a S. 307. R.P. 



Sind zl,, A, blosse tunctioneu von mid ii,, IJ^ blossc; Functionen vnii 
Tj, und ist identisch fiir die nnabhiingigen ^'ariablen Tj, 

(3.) A,J,\ +.LB, = 0, 

so ist auch 

(3a.) A[ B, + A', B, = 0 

identiscli erfiillt, wenn A[, A', die Ableitiingen von A,, bedeuten. Sind 
B, niclit identisch Null, so folgt aus (3.) und (3ii.), dass die Haupt- 
determinante der Functionen A^ identiscli verschwindet, dass deinnach*) 

(4.) A, = yA,, 

WO y von imabhiingig. Ist 

Aj ll, — ?<, J A, ll, llg, 

sowie B,, B, die sicli aus vermittelst Gleicliung (B.) sich ergebendeu 

Functionen von vj, so wiircle das identisclie Bestehen von (2.) nacli Gleichung 
(4.) zur Folge habcn 

(5.) u,-u, = y{u,-u,) 

und 

(3a.) tVUi + yf.Ui = <-h 

(5b.) /3ya + (l-“/)/>! = 

wo y eine Constante. Es kann niimlich wegen der vorausgesetzten Be- [473 
schaffenheit von f nicht B,, B, identiscli verschwinden. 

In Folge der ilber f gemachten Voraussetzung ergiebt sich aus (5a.) und 
(5b.), dass identisch fiir alle y,, >/,, 1 /, 

(fi.) fVu-AyfAJi = -W 

und 

(6a.) /s i/s + (1 - y) t\ Vi = '111 1\ 

wo M und M, Constanten bedeuten. 

*) Borciiardts Journal, Bd, GG, S. 128 *). 


1) Abh. VI, S. 160, Band I dieser Ansgabo. R. F. 


Ablt‘ituiigt‘ii algebiaisclie bunctioueii sind. 

In der That, wenn die Zweige eines Integrals y der Gleichung (5.) bis 
auf constunte Factoren mit den Werthen y, y^, y,,..., y,., ubereinstimmen, so 
sind die '/weige der Function tt = genau mit den Wertben 

dlog!/ dlog.V, _ dlog)/. 

„ .J--..., u, = • • •> 

ubereinstimmend. Die symmetrischen i'unctionen von n-j, «,._i sind 

dahtT eindcutige 1‘unctionen von z. Da die Integrale von (5.) iibeiall be- 
stimnit sind, so haben diesc eindeutigen Functionen keine wesentlich singulars 
Stello, sic sind also rationale Functionen von Demnach ist u eine alge- 
braische Function von Die Gleichung (o.) besitzt die Integrale 

Von diesen miissen m linear unabhiingig sein, da sonst Gleichung (5.) 
mit einer linearen Differentialgleichung niedrigerer als Ordnung und mit 
rationaleu Coefficienten Integrale gemeinschaftlich hatte, gegen die Voraus- 
setzung. Die Gleichung (5.) besitzt daher ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen, deren logarithmische Ableitungen algebraisch sind. 

472 ] 2 . 

Wenn die Gleichung (A.) die Eelation (B.) zulasst, und wenn ausserdem 
bekannt ist, dass die Zweige eines Integrals y derselben, bis auf constante 
Factoren, von endlicher Anzahl sind, so hat dieselbe nach Satz II. voriger 
ISiummer ein Fundamentalsystem von Integralen ^,,2/,, 2/g, deren logarithmische 
Ableitungen Zweige einer algebraischen Function sind. Bezeichnen wir die- 
selben bezuglich mit so folgt aus Gleichnng (J.) voriger Nummer 

0 -) + + = 0 - 
Ans dieser Gleichung und aus Gleichung (2.) voriger Nummer ergiebt sich 

(-•) - It,) = 0 . 

Wenn wir vermittelst der Gleichung (B.) C als algebraische Function von v) 
in Gleichung (2.) siibstituiren, so kdnnte sich ereignen, dass dieselbe fiir die 
beiden unabhangigen Variablen z,-fi identisch erfiillt wilrde. 



r.s kanu incut f ~ sein, weiL aus ~ ii sicli =: (‘onstuns crgoben 
wiirde. Es kann anclerevseits, da = (i, niclit aucliidentiscli versclnviiulen, 
demnacli ist 9 ,, und wenigstens fur nocli eiueu "NVurth des Index A 9 . von 
Null verscliieden. Aus (lOa.) ergiebt sich dalier, dass ft und i- folglicli auch 
y und M reale und rationale Zalilen sind. 

Da die linke Seite von ( 12 .) nacli eiiicm Uinlaufe von r, wie leiclit zu 
sehen, identisch in sich selbst ubergefiihrt werden muss, .so ist die HessescIic 
Determinante derselben 

also nach Gleiclmng ( 12 .) die Function gleich der 'Wurzel einer ratio- 

nalen Function. Es sei 


(12a.) = 

wo 'll Wurzel einer rationalen Function. 
Aus ( 12 a.) ergiebt .sich 

(13.) if, + 


(I log' 
~\b~ 


Aus den Gleichungen ( 0 .) und (13.) folgt 


(14.) 


Z<3 


2-7 y - 1 (? log ''j 

2y-l ‘■^2y-l dr 


Die Function ist aus diirch einen Umlauf V der Yariablen hervor- 
gegangen. Da die Wiederholung des Umlaufes 11 nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Zweige der algebraischen Function hervorbringen kann, so 
muss, da wegen der Irreductibilitiit der Gleiclmng (A.) », nicht eine ratio¬ 
nale Function ist, eine ganzzahlige Wurzel der Einheit sein, d. h., da 

y eine rationale Zahl, 


(15.) 



± 1 . 


Da y = 1 auszuschliessen ist, so miisste y 
Gleichung (14.) in 


(14a.) 


- if, + -3 


2 d log 'i 
“ ~~dz~ 


sein, deinnach [475 


iibergehen. Da beliebige Zweige der Function sind, so ergabe 



hs konneu nient ivi una iU, gieicnzeing verscnwmaen, aa sonsi aurcn 
A(Ulitiou (ler Gleicliungen (G.) und (Ga.) sich ergeben wiirde, dass f fiir alle 
Werthc ,Vj, ?/,, identisch verschwindet. Es sei daher zunacbst M von Null 
versdiieden, und wir setzen 

G-' f = 'f 0 ^ 3 " + ?i yV + •■• + '?«, 


wo fine lioniogene Function a‘"’ Grades von y^ bedeutet. Aus (G.) 
ergiebt sidi 

(7a.) y, + ■ (l = 0, l, •. •, n) 

Setzen wir 

= -i3 y\ + -n 2/N‘ 2/2 + • • • + % y \, 

so folgt aus (7a.) 

= [^‘ +—(fc = o,l,...,;.) 


Dernnach ist entweder y = 1 , oder es bestebt 9 ^ nur aus einem einzigen 
(jfliede, niimlicli 


( 10 .) 

wo 


(iva.) 


Cl- 

Ta 


hVi V,\ 


(Z —1,2,cpo = 0) 


M — Xy 


1 —y 1 — y 


= ^ “ At/, 


Es kann aber nicbt y == 1 sein, da sonst (Ga.) ergeben wiirde, dass f eine 
zerlegbare Form sei, oder dass d. h.=^) verschwinden wurde, was der 
\ oraussetzung widerspricht, dass y^,y,,y^ ein Fundamentalsystem bilden. 

"VVir haben daher 


474 ] 

oder 

( 11 .) 


» JLJ?, '‘aVi 1/2 i/a 

1 

f = y".ytyT'Zxhiyl-^y;"y;'f. 


Die (rleichung (B.) erforderte daher 

nry^y:' = c, 

wo C vine Constaiite. 

») Ada math.. ,S. 331, Gleiciuing (C.)‘). 

*) Abh. XL, S. 3(t9, Bind II dieser Attigab,. R. F. 


VVenn die urieicJiung (A.) die ilelatioii (B.) zuliisst, uiid wcnn 
ausserdem bekannt ist, dass die Zweige eines Integrals derselben, 
bis auf constante Factoren, von endliclier Anzabl sind, so ist 
die Gleichung (A.) algebraisch integrirbar. 


Es sei 


3. 


( 1 .) 




eine beliebige lineare, homogene DifFerentialgleicbung, und es seien 
gegebene constante Werthe. Ist S eine Substitution der zur Gleichung (l.) ge- 
horigen Gruppe, und sind a.^ deren Elemente, so wollen ivir von den Aiisdrilcken 
(2.) + (fc= 1 , 2 ,...,)«) 


sagen, sie seien durch Transformation aus vermittelst der Sub¬ 

stitution S entstanden. Nehmen nur an, dass die durch die Gcsammtheit 
der Substitutionen der Gruppe entstandenen transformirten Werthsysteme, bis 
auf einen alien Elementen je eines Systems gemeinschaftliehen Factor, von 
endlicher Anzahl sind, namlich iibereinstimmend mit einem der Werthsysteme 


(3.) 


(?,<>, /A«r, 


(1 = 0 , 1 , ..., r - l , 4 °’ = at ) 


Betracliten wir die Function 






wo Wj, ein Fundamentalsystem von Integralen der zu (1.) ad- 

jungirten Differentialgleichung bilden. 

Vollzieht s einen Umlauf, welcher der Substitution S' entspricht, so ver- 
wandelt sich TV in 


(5.) TV = j^xa},{AxiW^-\- - 

I 

wo die Unterdeterminante erster Ordnung der Determinante |«j,| bedeutet, 
welche zu gehort. Es ist iibrigens 


( 6 .) 


Dot I I ^ j 




,(i) 


Unter den Systemen (3.) giebt es der Voraussetzung nach ein solches [477 
welches 


(7.) I [«^,i cii’ + o* + ■ • • + a“ ] 

Fn chs, mathein. Worke. III. 


(e = l,2,...,»n) 
12 
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•iich fbeii'G fiir dt-n Zweig der Function ?/, 




It, = 


-«,+ 


2 

s' 


d log 
di ■’ 


wo Wury.ol ciner ratioualen Function bedeutet. Abcr da auch ein Zweig 
der Function ii^ ist, so nuisste ans demselben Grunde 


lUe.) 





d logJ/j_ 

"'dr"’ 


wo 'i-j ^^'urzel einer rationalen F'unction, sein. Aus den Gleicliungen (14a.) 
bis (Uc.) ergilbc sicb aber, dass der Zw'eig ?f,, also aus demselben Grunde 
alle '/weige der Function it^, die logarithmisclien Ableitungen von Wm-zeln 
rationaler Functionen, und demnacli die Integrate von (A.) Wurzeln rationale!- 
I’uuctionen wiiren, was ausgesclilossen ist. 

^N'enn es uur zwei Zweige der Function gabe, so miisste 


(Iti.' Uy "t~ VA 

lu 

'ein, wo a^, R rationale Functionen von Hieraus wilrde sich ergeben 

( 17 .) = h 

Hi 

wo rationale Functionen. Aus (10.) und (17.) wilrde fotgen, dass 

finer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coeffi- 
ficnten geniigte, was der vorausgesetzten Irreductibilitiit der Gleichung (A.) 
widers|iricht. 

Dermiach kann Gleicliung (O.) filr einen von Null versctiiedenen Wertli 
von M nicbt besteben. Kbenso aber wiirden wir nachweisen, dass die Glei- 
ciiung (tia.) fiir einen von Null verschiedenen "VVerth von Jlf auf einen 
W idersprucb fiihrt. Da aber, wie oben gezeigt, M und nicbt gleicbzeitig 
verscbwinden diirfcn, so ergiebt sicb, dass die Annabme, dass die Gleicbung 
(2.) identisch fiir von einander unabhangige 'Werthe der "Variablen 2 , -q be- 
stehe, mit den iiber die Glcichungen (A.) und (B.) gemachten Voraussetzungen 
476 ] unvertriiglicb ist. Die Gleichung (2.) setzt vielmebr die Variable -q in 
Abhangigkeit von der \’ariablen und da diese Abbiingigkeit eine alge- 
braische ist, .so folgt unter Beriicksicbtigung der Gleicbung (jS.) der Satz: 


Es sei a ein endlicher oder ein unendlich grosser "Werth von in dessen 
Umgebung das Integral 

J = J9.dz 

eine eindeutige Umkehrung nicht zuliisst, rind es sei = «, C = /? eine Stelle 
der lliEMANNSchen Fliiche (B.), welchc anf einem gewissen Wegc der Yariablen 
z firr z — a erreicht wird. Wenn durch alle nioglichen Unilaufe der Variablen 
z der Stelle (a,^) iinziihlig viele von einander verschiedene Stellen 


K'.r),... 


derselben Fliiche zugeordnet wilrden, so giibe es unter diesen uueli iinziihlig 
viele, fiir ivelche -IC(tj) weder unendlich noch Is nil wiirde, da /v('ij) eine alge- 
braische Function. In diesen Stellen sviirde sich aber z als Function von ■/] 
verzweigen. Wir diirfen nun voraussetzen*), dass eine eimverthige Function 
von (vi,C) ist; eine solche Function kann sich aber niir in den Vcrzweigiings- 
punkten der Flache (B.), also niir in einer endlichen Anzahl von Stellen 
dieser Flache verzweigen. Giebt es also Werthe z = a, in deren Umgebung 
J nicht eindeutig iimkehrbar ware, so konnte der Stelle (k,/ 3) durch die Ge- 
sammtheit der Siibstitutionen der ziir Gleichiing (A.) gehorigen Gruppe nur 
eine endliche Anzahl von Stellen zugeordnet werden, iind es wlire nach 
Satz II., No. 3 die Gleichiing (A.) algebraisch integrirbar. 

Giebt es solche Werthe a nicht, alsdann ist**) z eine eindeutige Function 
von /, welche entweder rational oder einfach, oder endlich doppelt periodisch 
ist. Da z fiir ein gegebenes vj nur eine endliche Anzahl von Werthen an- 
nimmt, so milsste in dem Falle, dass z eine rationale Function von J wiirde, 
das Integral 



A(7i) 


eine algebraische Function von v], iind demziifolge z eine algebraische Func¬ 
tion von 7j sein. — Ist z eine einfach oder doppeltperiodische Function von 


*) Acta math., S. 337, Satz VI ^). 

**) Briot et Bouquet im Journal de I’Ecole Polyteclmique, cah. 3G, S. 217. 


1) Abh. XL, S. 334, Band II diesor Ausgabe. H. F. 
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Ktitution von .S' hervorgegangen ist. — Substituiren wir (7.) in (5.), so folgt 
, a.) W = (I 20, + o'/’ 20 , + • • • + iv^] , 


wo ft von unabhangig. Setzen wir allgemein 

(4a.) W; = a*tv, + afw, + -- + 0- = 0,1, 

so ergiebt sich aus (S.), dass die Zweige der Function TF, bis auf constante 
Factoren, mit TF,, TF^_, ubereinstimraen. Wir erbalten also den Satz; 

I. Ist a., ein System gegebener von ^ unabhangiger 

Grdssen, und sind diejenigen Systeme, welche aus dem gegebenen 
durcb Transformation vermittelst der Gesammtheit der zu einer 
liomogenen Differciitialgleichung Ordnung gehorigen Gruppe 
entstfhen, bis auf einen alien Elementen je eines Systems gemein- 
schaftliclien Factor, von eiidlicher Anzabl, so besitzt die zu der 
gegebenen adjungirte Differentialgleicbung ein Integral, dessen 
Zweige, bis auf constante Factoren, von endlicber Anzabl sind. 

Wenden wir dieses Theorem auf die Gleichung (A.) an unter der Vor- 
aussetzung, dass sie die Ilelation (B.) zulasse, und dass es eine von (0, 0, 0) 
verscbiedene Stelle der IliEMANXSchen Flache (B.) gebc, Avelche durcb die 
Gesammtheit dor Substitutionen der zu (A.) gehorigen Gruppe in eine nur 
endliche Anzabl von Stellen derselben Flache transformirt wird, so ergiebt 


der Satzl., dass die zur Gleichung (A.) adjungirte Differentialgleicbung ein 
Integral besitzt, dessen Zweige, bis auf constante Factoren, von endlicber 
Anzabl sind. Da nacb Satzl., No. 1, zwischen eine bomogene Re¬ 

lation statttindet, so folgt aus dem Satze in No. 2, dass die adjungirte Diffe- 
rentialgleichung, folglich auch Gleichung (A.) algebraiscb integrirbar ist. 
Wir erbalten also das llesultat: 


II. Wenn die Gleichung (A.) die Relation (B.) zuliisst, und es 
ist eine von (0,0,0) verscbiedene Stelle der RiEMANNscben Flache 
(B.) vorbanden von der Beschaffenheit, dass sie durcb die Ge- 
47^] sammtbeit der Substitutionen der zur Gleichung (A.) ge¬ 
horigen Gruppe nur in eine endliclie Anzabl von Stellen der¬ 
selben Iliiche iibergefuhrt wird, so ist Gleichung (A.) algebraiscb 
integrirbar. 



Bilden wir aus Gleichung (/S.) unter Berricksichtigung von (a.) [480 
setzen diese Werthe sowie den Wcrth von aus (jS.) in 
die Gleichung (A.), so erhalten wir 


( 2 .) 


A,KJ),^ {KJ),^{KD^^ L)] + A, KD^ L + A,L = Q, 


wo 


02 


1 


(3.) 


A, = 


QW 0 '> 


A, = 0“>+g0'+ r0, 


wemi wir die Ableitungen von 0 nach s mit oberen Indices, und die Ab- 
leitungen von K und L nach -/] mit dem Zeichen Z>r, angeben. 

Es konnen. zwei Falle eintreten: 

I. Entweder wird die Gleichung ( 2 .) nicht identisch fiir die unab- 
hangigen Variablen -q erfiillt; dann ist durch diese Gleichung eine 
Abhangigkeit zwischen diesen Variablen gegeben, und da diese Abhiingigkeit 
eine algebraische ist, so folgt, dass die Gleichung (A.) algebraisch integrii- 
bar ist. 

II. Es kdnnte aber auch die Gleichung ( 2 .) fiir die unabhiingigen Varia¬ 
blen z, V] identisch erfiillt sein. Dann sind aber auch diejenigen Gleichungen, 
welche aus ( 2 .) durch Diiferentiation nach einer dieser Variablen erhalten 
werden, in demselben Sinne identisch erfiillt. 

Dividiren wir demnach die Gleichung ( 2 .) durch A„ und differentiiren 


alsdann zweimal nacL. 

SO 

wuri 

d identisch 

fiir 

^ und Yj 

( 

A| 

M,' 


("• 

11 

o 

(4.) 


/ / 1 > 

i 

/A.. 

/ 

( 


l^lo> 


Lk 

II 

o 

demnach ist entweder 






(5.) 


A, 

A 

II 

o 

= 

721 


wo y,, von z unabhangig, oder es ist die Determiuante der Functionen 



Wertlien annehme, ganzzahHge Vielfache der Penodicitatsmoduln von H mit 
Periodicitatsmoduln von J ubereinstiminen, nnd Stsllsn in der l'lach ,6 (B.); 
in welchen 3 unbestimint wurde, konnten nur unter denjenigen ^Vexthen be- 
tindlich sein, fur welche K{r^ verscbwindet. Solche Stellen sind demnach in 
der Fliiche (B.) nur in endlicher Anzahl vorhanden. 1st aber vj = y, C = (J 
eine Stelle, wo ^ unbestimmt wird, so muss jede Stelle {y',8'), welche aus 
(y,d) dutch Transformation vermittelst einer beliebigen Substitution der zur 
Gleicliung (A.) gchorigen Gruppe hervorgegangen, eine solche sein, fixr welche 
3 unbestimmt wird. Es miissen daher die durch Transformation vermittelst 
der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gehorigen Gruppe aus (y,d) hervor- 
gegangenen Stellen der Eliiche (B.) nur in endHcher Anzahl vorhanden sein, 
woraus wieder nach SatzII., No. 3, die algebraische Integrirbarkeit der Glei¬ 
chung (A.) folgen wilrde. — Sind ilberhaupt keine Werthe (y, d) vorhanden, 
fiir welche das Integral H unendlich wird, dann giebt es auch keine Stelle 
in der Flache (B.), in welcher z unbestimmt wird, so dass s eine rationale 
Function von (rjjC), also wiederum Gleichung (A.) algebraisch integrirbar ist. 

Hiermit ist der Satz, dass fiir m > 2 die Gleichung (A.) algebraisch 
integrirbar ist, bewiesen. 

In der folgenden Nummer wollen wir eine zweite, auf anderen Principien 
beruhende IMethode angeben, um aus der Gleichung (a.) die algebraische 
Integrirbarkeit der Gleichung (A.) herzuleiten. Obgleich diese zweite Me- 
thode bei weitem schneller zum Ziele fiihrt, so haben wir doch geglaubt, 
die in den Nummem 1 bis 4 entwickelte Methode nicht unterdriicken zu diirfen, 
da die Principien, auf welche sie sich stiitzt, auch weiterer Anwendungen 
fahig erscheinen. 

5. 

Wir wollen der Einfachheit wegen voraussetzen, dass in Gleichung (A.) 
p — 0 ist. Wenn dieses nicht stattfindet, so kann dasselbe durch die Sub¬ 
stitution y = erreicht werden, ohne dass hierdurch die Coefficienten 

der Relation zwischen dem Fundamentalsystem Vj, v,, welches p,, p,, 2/3 ent- 
spricht, von denen der Gleichung (B.) abweichend werden. 

Wir haben alsdann 

( 1 .) 


= 1 . 




( 12 .) 


L 0^0’^ 0>J (h 

,j_0"’ -0’0"> 0'=> 

0 ■'■^'0'“r~‘0^' 


■yijjj + "0s 1 2/i — ^^ 


Aus den Gleichungen (5.) folgt aber: 


0 0^ 0’ 


0(») 0' 0 ' 2 ) 0'3 

~ “tT ^ “ei' -0 IF 


y. 03 + 03 


Demnacb ist Gleicbung (12.) gleichbedeutend mit Gleichung (A.) fiir 
y — </,, also wird die Gleichung (A.) befriedigt durch 

[ 4 S 2 

(15.) = %e •' , 

wo A eine Wurzel der Gleichung (11.). 

Aus den Gleichungen (8a.) und (15.) ergeben sicli Intcgrale der Glei¬ 
chung (A.), deren Zweige bis auf constante h'actoren, von endlicher Anzahl 
sind, und wir kbnnten hieraus unmittelbar nach dem Satze in No. 2 folgerii, 
dass Gleichung (A.) algebraisch integrirbar sei. Wir konnen aber dieses hier 
auch dii'ect nachweisen. 

Zunachst ergiebt sich fiir den Fall der Gleichung (6.) aus dieser Gleichung 


0 ( 3 ) 0 - 

-^ + 2-0 


, 0'^' 0'^ 1 fr 

‘2-0~-Tp- + (? +14? 


WO ft eine neue Constante. Aus derselben ziehen wir den Schluss, dass H 
eine rationale Function, und dass daher die Gleichung (Sa.) ein Integral der 
Gleichung (A.) liefert, dessen logarithmische Ableitung rational, was init der 
vorausgesetzten IiTeductibilitat der Gleichung (A.) unvertriiglich ist. 

Im Falle der Gleichungen (5.) ergeben die Gleichungen (13.), (14.), wenn 
beide von Null verschieden sind, dass B eine rationale Function von 
und die Gleichung (15.) liefert wiederum ein Integral der Gleichung (A.), 
dessen logarithmische Ableitung rational. 

Die Grosse kann nicht verschwinden, da sonst die Gleichung (A.) 
durch 0, d. h. durch die Wurzel einer rationalen Function befriedigt wiirde. 
Es konnte aber y^ = 0 sein. Alsdami hat die Gleichung (A.) die Integrate 



If I -^,*1 

A.. I' 


I) 




ill. ( 


gleich Xiill, d. li. *) 


A 




J 


4 Stj WO A von ^ \inubhiingig, unci gemiiss der ersten der Gleichungen (4.) 

O'H.) JvJO^^X/ = — XJO. 

ISlultipUdren wiv die Gleichung (Ga.) mit Q und beriicksichtigen die Glei- 
chuiig («.), so folgt 

JJ.L = — 


worans sich ergiebt 


fS.) 

und nach Gleichung (/3.) 


(fcfa.i 

if = 0e " ^ . 


Iin Falle, class die Gleichungen (5.) erfiillt sind, folgt aus (2.) 

I.y.i Kn,^[KD,^iKI)^L)] + y, KD^L + y,L = 0. 

Xach Gleichung («.) mid nach Gleichung (1.) ist (9.) gleichbedeutend mit 

(■•a-) eA[eA(0 A A] + j-.'^A^ + y,L = o. 

Dieselbe wircl befriedigt durch 

i 

(10.) i = e « , 

wo I eine t'onstante ist, welche durch die Gleichung 

+ = 0 

bestimmt wird. 

Wenn wir in (9a.) 

substituiren, so erhalten wir fiir 


*) B0RCU.MIBT8 Journal, Bd. CO, S. 1281). 

1; ’iiT, S. 167, Band I diesar Ansgaba. B. F. 
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Anderungen gegen das Original: 

S. 89, Zeile 10 wiu'de »imd sind<^ vor or,hinzugefiigt, 
in Gl. (3.) witrde Ji statt 4 gesetzt, 

3 , 10 V. u. »bildeii« statt yist«, 

„ 90, „ 12 wurdc »ciitstchen« hinzugefiigt, 

„ 92, „ 17 wurde »ists am Ende hinzugefiigt, 

„ 94, „ 1 -wurde »glcich NulU vor d. h. hinzugefiigt. 


w 


Fuchs, inttthem. Werke, IH. 



a'> 


?/. 


= Be 


\l 




!/3 


= 06 


It 


./■F 


Be 




J e 


wo A (ler Gkichung 

(lla.) ^‘‘ + yi — 

geniitit, uiul wo s cine primitive dritte Wurzel der Einheit bedeutet. Die 
drei Integrale y,, ?/,,?/, l^iWen ein Fiindamentalsystem. 

Aus der zweiten der Gleichungen (5.) oder aus 


A = ^ 2 ^ 

folgt 

B'" 0' y, 

(18.) “ F“ 

Denmach ist H' eine rationale Function, woraus sicb ergiebt, dass die 
Integrale y,, y, fiir alle Uralaufe der Variablen bis auf constante Factoren, 
sicb nur unter einander veitauscben. In der ihat ist aucb 


(19.) 


y,y,yz = 0 “- 


483 ] Wir sind also wieder auf die Gleicbung (l 2 a.) No. 2 gekommen, wenn 
wir i = H* setzen. Sei 


( 20 .) 


u, 


_ A 

■“ 0 0 ’ 


U ^ 
0 0 ’ 


so ist nach Gleicbung (14a.) No. 2 

(21.) M,+ «, = 

Hieraus folgt 


d log 0 ’ 
dz 


( 22 .) 


+ ^) _ 

0 


0 , 


also A =r 0 , d. h. nacb Gleicbung (lla.), ~ 0 , was niebt mogHch ist. 

Demnacb ist der oben mit II. bezeichnete Fall, dass die Gleicbung ( 2 .) 
identisch fiir die unabhiingigen Variablen tj erflillt sei, mit den iiber Glei¬ 
cbung (A.) gemachten Voraussetzungen unvertraglich. Es ist demnacb nur 
der mit I. bezeichnete Fall zulassig, d. b. die Gleicbung (A.) ist alge- 
braisch integrirbar. 


Lvn. 


BEMERKUNG 

ZU VORSTEHENDEE, ABHANDLUXG DES HEERN HEFFTER ZUE 
THEORIE DEE LINEAREN DlFFEREXTIALGLEICHCjA’GEFi’)• 

(Joatnal fiir die reine and angewandte Mathematik, Bd. lOB, 1890, S. 283—234.) 


Es sei ganze rationale Function des ' Grades, {J-A') [^^3 

solche, deren Grad nicht grosser als vi — v., und es seien die Integrale der 
Gleicliung 

(«•) (jo(^) ?y'“’ + i/i(*) 2/'“'” + • ■ • + 2/ = 0 

regular, so beweist Herr Heffter (S. 275) den Satz, dass die Gleichung (a.) 
durch eine ganzc rationale Function vom Grade >■ befriedigt wird, u'enn die 
ZU a; = oo gebdrige determinirende Fundamentalgleicliung die negative ganz- 
zahlige Wurzel —r besEzt, und wenn zu derselben wenigstens ein von l.oga- 
rithmen fveies Glied gehort. 

Wir wollen voraussetzen, dass die von x unabbangige Grosse von Hull 
verschieden ist. Differentiiren wir die Gleicbung (a.) 4-nial, so erbalten wir 

wo \.A^) ganze rationale Function bocbstens vom Grade wi —z bedeutet; 
insbesondere ist 

(y.) b b b * ’' b f/o . 


n L. Hoffter, tiber Roonraionsformoln der Intsgrale lineater homogener Differantialgleichnngaa j Joarnal fiir die reiae oud ange- 
vandte Mathematik, Bd. 106, S. 269—282. R. F. 
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eine negative gauze /^ant, p entweacr luclit eine negative gauze Zalil ocler 
doch nur eine solche, deren absolute!- Betrag nicbt kleiner als der absolute 
Betrag von «, so ist fiir A<—a der Coefficient von in Gleichuiig (^'.) vou 
Null verschieden; er versebwindet erst fiir A = -«, so dass Gleiclmng («'.) 
duveh eine ganze rationale Function des Grades - u befriedigt wird. Ist auch 
/3 eine negative ganze Zabl, aber fi — k —wo •/. eine positive ganze Zalil, 
so genilgt der Gleicbung {(i'.), d. h. jetzt der Gleichung 

(x^-x) I/'-"-*-” ~ly-a-(l3-a+l) x] = 0 

dann und nur dann eine ganze rationale Function, wenn y gleicli einer der 
Zahlen /3 + 1, |3 +-2, ..+ •/,. Der Grad dcrselben ist x —1, woraus sicli dann 
ergiebt, dass die GleicFung («'.) durch eine ganze rationale Function des 
Grades — « + x = —befriedigt wird. Diese Eesultate stimmen mit deneu des 
Herrn Heffteti in No. IV seiner Arbeit ilberein. 



Ui^T /VllStulK'K AVmi uut’IL'ill&UUiuiciiu hhl Liui. ixiAJvcxi. Ltcx /iU 

. Jidioriirpu (leterminirendeii Fiindamentalgleichung, wemi wir X = -s 
setzen mul s als rnbekaniito dieser Gleichuiig betracliten. Dalier ist — 0 
iur = T/-, weim diese Gleicluuig die negative ganzzahlige Wurzel s =-r 
besitzt. luid uingekebrt, venn F.j = 0 fiir A = r, so hat die zu (C =■ ca ge- 
horige deterniinirende Gleiclumg die Wurzel —r. 

2 S 4 ] Ist dalier — r diejenige negative ganzzahlige Wurzel dieser Gleiclumg, 
wedcdie doii absoliit kleinsten Werth besitzt, so ist = 0 filr A = ?•, aber 
nicht Null fiir A < r. Danu aber ist die Gleiclumg (/?.) fiir A = r diejenige 
Gleichung, welcher die A b lei tun gen der lute gr ale der Gleichung 
(«.), und nur diese geniigen*). Da nun, wenn = 0, die Gleichung (/ 3 .) 
fiir A /• (lurch if " = C befriedigt vird, wo C eine von Null verschiedene 
Constunte, so folgt, dass der Gleichung (k.) durch eine gauze rationale Function 
des Grades r geniigt werdeu kann. Wir erhalten also den Satz: 

Besitzt die zu u‘ — oc gehorige determinirende Fundamental- 
gleichung ganzzahlige negative Wurzeln, und ist -r diejenige 
unter ihuen, deren absoluter Betrag r den kleinsten Werth hat, 
so hat die Gleichung («.) eine ganze rationale Function r‘®” Grades 
als Integral. 

Dieser Satz enthiilt eine I^rganzung des erwahnten Theorems des Herrn 
Heffter. 

hiir die DifFerentialglcichung der GAUssschen Feihe 
G'- x) y” - 1 y - (« + + 1) a;] ?/' + «|3?/ = 0 
geht die Gleichung (/ 5 .) liber in 

(/!'.) y' - fy + A - (« + ^ + 2 A + 1) a;] + (A + «) (A + §) = 0. 

Die Wurzeln der zu .r = co gehorigen determinirenden Gleichung, welche 
fur Gleichung («'.) gebildet ist, lauten in diesem Falle «, |S. Wenn nun « 

*) Sicho die.scs Journal, Bd, 6S, S. SSJ‘). 

l) Abk. YU. S. 23J, Bai:a 1 ihser Acfgale. B. F. 
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tJBEE EINE ABBILDUNG DUllCH EINE RATIONALE EUXCTIOX. 
(Journal fur die rcine und angewandte Mathematik, Bd. 108, 1891, R. 181—19’2.) 


Im 75. Baiide S. 177 nnd im 100. Bande S. 1 
traclitete ich eine Function 


(«.) 


^ = F{io) = 


lV(j{lv) ’ 


dieses Journals^) 


be- [iSi 


wo f\^o)^g{w) ganze rationale Functioneii imd /’(o),r/(()) von Null verscliieden 
sind, Es werden in der ?f;-Ebene die urn den Nullpunkt beschriebenen con- 
centrisclien Kreise betraebtet, welche die Eigenschaft besitzen, dass jedem 
einem Pankte lo des Kreisinnern zugeliorigen Werthe innerlialb desselben 
GebiefceSj nur ein einziger Werth to entspricht. Unter diesen Kreisen wird 
derjenige mit dem grossten Eadius der Grenzkreis genannt. An den be- 
zeichneten Stellen babe icb den folgenden Satz bewiesen: Der Eadius des 
Grenzkreises wird durch den Modul derjenigen Wurzei der Gleiclmng 


(/30 F\io) = 0 

.bestimmt, wo F{w) die Ableitung von F{;iv) bedeutet, welclie unter alien 
Wurzeln derselben den kleinsten Modul besitzfc, oder falls 


(^) 




und 


— to 


(d.) tvF\io)^io^F'{u\) = 0 

Losungen besitzen, fiir welche die Moduln von einander gleich 


1) Abb. XIV, S. 361 ff., Band I diesor Ausgabo und Abb. LV, S. 73 ff. dioBOS Bandes. R. F. 



AXMERKUNG. 


7:\ vl* :;i aut S. i'-' au5;:re5i*rochcnen Sutze, der als i>eine Ergimzimg des erwahntea Theorems dcs 
Htrrn t. ir.i;« i-e/tklinit uird, ist zu liemcrkoii, (lass dicse Ergimxung schou von Herrn HeI'ETEr selbst 
ir: (h r fitiit-n Arht it ( S. liTG, Satz II) gegeben worden ist. R. F, 




Punkte. Bewegt sich w auf der Peripherie von K, so nidge u-, die C’urven 
e,, g,, (£ 3 , ... durchlanfen. Geht w langs K durch den Punkt = w” liin- 
durch, so wird %v^ langs einer der Curven S durch den Punkt = w' hin- 

durchgehen, welche K daselbst beriihrt. Es mdge diese Curve G sein. _ 

Es handelt sich namlich (siehe Bd. 75, S. 181*)) uin den Fall, dass* P()/•", w') 
real und endlich ist, in welchem Falle = 0 (siehe daselbst Gleichung ( 2 .. 
S. 180 )) und P(tv — 0 , woraus sich ergiebt, dass die Tangente [rS 3 

der Curve in w' mit dem lladiusvector einen rechten Winkel bildet. We^^en 

O 

der Synfimetrie der Gleichung (j/,) in I5ezug auf w und muss, ■\venn 2 v auf 
der Peripherie von K sich bewegend durch w = w' hindurchs^eht, iv lilnsjrs 
einer der Curven G durch w, = w" hindurchgehen, welche K daselbst beriihrt. 
Dieses moge die Curve G^ scin. Es kann selbstverstandlich G^ mit G, iiber- 
einstimmen. — Beschreiben wir um w = w" einen Kreis ft von hinliinglicher 
Kleinheit, so wird diejenige Wurzel der Gleichung (j/.), welche fiir «• = w" 
den AVerth w' annimmt, um den Punkt = w herum eine geschlossene 
Flache ft, erfiillen, von der Art, dass die Punkte von ft und ft, sich gegen- 
seitig eindeutig entsprechen, wenn wir voraussetzen, dass F'{w') und F'{w") 
von Null verschieden sind. Bezeichnen wur die Bogen der Curven G,, G., 
welche in ft', ft, hineinfallen und respective w\ w" enthalten, mit so 

werden demnach von den Punkten der Flache ft, die ausserhalb K sich be- 
finden, diejenigen, welche Punkten von ft‘, innerhalb K entsprechen, siimmt- 
lich auf der einen Seite von B^ liegen, wiihrend die iibrigen auf der 
anderen Seite sich befinden. Ebenso werden von den Punkten der Flache 
ft,, die ausserhalb K sich befinden, diejenigen, welche Punkten von ft inner¬ 
halb K entsprechen, sammthch auf der einen Seite /J, von P, liegen, wiihrend 
die iibrigen auf der anderen Seite /3' von P, sich befinden. Die beiden Seiten 
^3 und /3' unterscheiden sich dadurch, dass man in der einen nach alien mog- 
lichen Richtungen dem w" unendUch benachbarte Punkte angeben kann, 
wahrend die dem v)" unendlich benachbarten Punkte der anderen Seite von 
P 3 auf der im Punkte w" an die Curve G^ und den Eh'eis K gelegten Tan¬ 
gente sich befinden miissen. In gleicher AVeise unterscheiden sich die beiden 
Seiten | 3 , und /?' von P,, indem namlich auf der einen Seite nach alien mbg- 

1) 8 . B 60 , Band I diusor Au&gabe. B. F. 

2) Ebenda S. 365. R. F. 

Fuclis, matliom. Werk 6 . Ell. 
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4u.i, luui zu glfichtT Zeit ck-r kleinste dieser Moduhi kleiner ais die 

.Afodahi (k-r 'W'urzehi der Glcicimiig (ji.) ist, so giebt derselbe den Radius 
.[.•< (m-ii/.kvfHts an. — Dieser Satz liisst sick kiirzer folgendermassen aus- 
i!rii<‘kfn: wiv 


isj] uml suelieii imter den gemeinschaftlichen Tksungen der beiden Gleichungen 
(>••) uiid 

‘li.Jeidgvu aus, tnr ivelelie die Modulii von w und einander gleicli werden, 
<u t(fdiuunt der kleinste iinter diesen Moduln den Radius des Grenzkreises. — 

hi eineiii Auisatze=*=) liat Herr Nekiussoi’i- in Moskau sich bemubt, nach- 
zinvei'^eu. d.a>s der ebeii enviUinte Satz nickt ricbtig sei. Der Verfasser dieses 
Ant<atze> zeigt iiesonders diirck den Scdiluss dor Xo. S desselben, dass er den 
in diesem dournal, l>d. loti, .S. 2—iD) von niir gegebenen Eeweis nicht ver- 
Ntandeu hat. I'.s ersdieint dalier nicht iibertliissig, im Folgenden durch eine 
KrUiurernng meine dortigen .Sc-hlilsse dcin Verstiindnisse naher zu riicken. 

l!ei dieser Gelegenheit erhiube icli luir, hier einen Beweis desselben Satzes 
zu geben, iveleher !iut’ anderen Principien begriindet ist, und an und fiir sich 
nicht oliiie hiteres.se zu sein scheint. 

I'Tir die Zwecke ineiner Untersuchungeu in der Arbeit dieses Journals, 
15d. 7r», Abth. I, A'o. a—!((') moge iin Folgenden noch angegeben werden, wie 
auch in deni Falle, dass der Radius des Grenzkreises durcii Vermittelung der 
(Heichnng (5.) zu bestimrnen ist, die Grdsse desselben den dortigen An- 
forderungen gomii.ss eingerichtet werden kann. 


I. 

Ini Anschlusse an die Bezeichnungen meiner oben genannten Arbeiteu 
seieu ic = v , = w zwei auf dem Grenzkreise K einander entsprechende 

*1 Mathcinatisi-he Annalen, Bd. 3S, S. 82. 

M Abh. L\, S. 7G—7S diesea nandea. K. F. 

2 ) Abli. XI\, S 370—STS, Band I dieser Ansgaba, R, F, 




so lOigL aus ^.Tieicnung 



In meiner Arbeit Bd. 75, S. 181—182 ist naehgewiesen, dass fiir r>-J? bis 
zu einer gewissen Grenze ein Continnum von Kreisen A’, existirt, unf deren 
Peripherien zusammengehorige Wertbe w, liegen, wenn nicbt eine der mit 
K zusammengehorigen Curven S in ilirer ganzen Ausdelmung auf K fiillt. 
Da von diesem Satz aucli in Bd. 106") Gebrauch gemaclit ist, so mdge derselbe 
hier noch mit einigen Worten erliintert werden. Aus der gemacliten Vorans- 
setzung ergiebt sicb, dass erst, Avenn r-R einen endlichen Betrag erreicbt 
hat, eine der mit A. zusammengehorigen Curven S,. ganz innerhalb JC [ 1 S 5 
befindlicli sein kann. Es kdnnen aber auch nicht si'immtliehe Curven 
ausserhalb verlaufen. Denn wenn w A^on w" aiisgehend die Peripherie A^. 
in w — w trifft, so Avird von w' ausgehend in einem Pnnkte il\ ~ an- 
langen, der entAveder auf der Peripherie Jr. oder ausserhalb oder innerhalb 
derselben gelegen i.st. Liegt ini Innern, so entspricht demnach einem 
Punkte w der Peripherie A,, ein innerer Punkt Liegt u\ im Ausscren 
von A^, so hat die Peripherie A,, bereits in einem Punkte w, = iiber- 
schritten, Avahrend w noch in einem Punkte w = U) des Innern sich befand. 
Der Symmetrie der Gleichung (y.) wegen wiirde also in diesen beiden Eiillen 
folgen, dass nicht sammtliche Curven S,. ausserhalb A,, verlaufen konnen. 
Es muss demnach die Peripherie A^ innerhalb des genannten Bereiches von 
r unter alien Umstanden von einer der mit derselben zusammengehorigen 
Curven S,. getroffen Averden. 

11 . 

Wir gehen nunmehr dazu iiber, einen einfacheren Beiveis des in der 
Einleitung bezeichneten Satzes zu gebeu, Avelcher ziigleich eine tiefere Ein- 
sicht in die algebraische Natur des hier behandelten Problems gewiihrt. 

Wir setzen in der Gleichung 

( 1 .) = 0 , 

cpi o, i 

to z=: j )\e 5 


1) Abh. XIV, S. 365—387, Band I dleser Auagabo. R. F. 

2) Abh. LV, S. 75 ff. dieses Baades. R. F. 
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1(>] LBEU kink AliUlLOLNO DIRCII EINE RATIONALE FUNCTION. 


li.-hu-n Uiciitutif'on, uuf dor aiuleren nur in der Richtung der Tangente an (S, 
mid A', dotn «•' unciidlicli bcnachbarte Punkte gefunden werden kdnnen. Da 
vmi don Funkton iv von nach alien moglichen Ricbtungen zu w" unendlich 
bfiiachbarto gehinen miissen, welclie Funkten w, innerhalb und K ent- 
sjirooiifu, so sind os die Fiinktc w auf /3', zu welcben nur in der llicbtung 
dor Tungoiito von K dem w" unendlich benachbarte Punkte gehoren, die ihre 
ontsprochenden innerhalb if, und ausserhalb K besitzen. Aus demselben 
(irundo huben auch die Punkte %\ auf j3' nur in der Richtung der Tangente, 
zu unendlich lienachbarte Punkte, welche innerhalb und ausserhalb K 
iS 4 j ciitsproehende Punkte w besitzen. 1st daher R der Radius des Grenz- 
kreises AT, r ~ R + dr der Radius des unendlich benachbarten gihsseren Kreises 
A", und sind iv = ic, = u\ zusainmengehdrige auf K' gelegene Punkte, 
welche respective w = w", u\ = iv' unendlich benachbart sind, so muss w auf 
der Seite /t'. «•, auf der Seite sich betinden, d. h. es miissen die Punkte w 
und H\ der Peripherie K' respective auf den Tangenten in w" und ii>' der 
Peripherie K gelegen sein. Hieraus folgt die Gleichung (4.) No. 1 der oben 
citirten Arbeit in Bd. KKG) 


G-) 


])a 


ds, = ± (I'i. 


P{w,iv,) 


d log tv, 
(i log IV 


fur alle Ricbtungen von die und die entsprechenden dii\ eiuen unabanderlichen 
’V\erth hat, wenn F'{tc) und F'(wJ weder Null noch Unendlich werden, so 
ergiebt die Gleichung 


(I log IV dr dr ^ 


dass die reale endliche Grosse P(w, ivJ in w = w" positiv ist. Es ist nam- 
lich negativ, wie es der Begriff des Grenzkreises erfordert. Die Gleichung 

d log 10 li dtp dtp 

zeigt alsdann, dass flir m = w" negativ ist. Da fiir _ y 

_a®,_ ^ ^ 

_ _ _ _ „ * 

J; Abh. LV, S. 77 diftsds Baud^s. R. F. 



Gleichungen (1.), (la.) und (4.) «'■**, so crhalten wir zwisclien die 

algebraische Gleichimg 

(5-) O(y,r,) = 0. 

Wenn wir fiir jeden Kreis mit dem lladius diejenigeii Stelleji auf- 
sueheii, fiir welche = o, so wird aus demselben Grunde 

66 

66 

-zr^w 

ow 

daselbst real; das heisst aber nichts antleres, als dass P{w^u\) real wird. 
Es werclen also die Werthe von r, welclie den Stellen aiif JC ent- 

dr . . 

.spreclien, wo -jr — ^ wird, aus dcnselben Gleichuiigeu (l.), (]a.) und (4.) zu 

* ••• — i',?? 

bestimmen sein. Das Eliminationsresultat von , f' aus diesen Gleiciiungen 
ist also wiederum die Gleicbung (5.). Es habeii aber r iind jetzt ihre 
Rollen vertauscht; hieraus folgt: 

Die Gleicbung (5.) ist in Bezug auf v und r, symmetriscli. 


in. [iS7 

Die auf den verscbiedenen Kreisen Jf. gelegencn Puukte . 

bilden ein System von Curven, welches wir mit P bezeicbneu wollen. Scbreiton 
wir langs einer dicser Curven fort, so folgt aus der Gleicbung 


P(wD«i)(7+ 


(welche durch Differentiation aus Gleicbung (1.) voriger Numraer hervorgebt), 
weil P(w,w,) real ist, dass 


( 2 .) 


l?{w, ic,) = 


r d)\ 
y\ dr 


Hierbei ist der Wertb von -Jf aus der Gleicbung 


(3.) 


6G 0G dr^ 
dr r]r, dr 


zu bestimmen. 


%vo r, (lit* :\fodHln, 'f, 9 . die Argiimente von w, w, bedeuten. Anf der 
IVrij.horie jedvs init dem Iladius r urn den Xullpunkt beschriebenen Kreises 
A' suchen wir diejenigcn Stellen auf, fiir welche 


(-•) 



0 . 


Aus ( 1 .) eririebt sicli, wenn r constant und cp veranderlich angenommen wird, 
in der Ik'zeichnung der Gleicluing (s.), 




F(w, tv^)~ 




(h (h 


= 0 . 


Es giebt nur cine endliche Anzahl von Kreiseii K., auf deren Peripherie 
P{u'. u\) unendlich wird. Deinnach folgt aus Gleichung (3.), dass langs 
der Feriplierie K. ini Allgemeinen eine stetige Punction von 9 ist, und da 
1S6] liings Jv, Ma.xinial-und jMinimalwerthe annimmt, so folgt, dass im All- 
gemeinen auf jederu Kreisc vStellen vorhanden sind, welchen Wurzeln der 
Gleichung (-i.) ziigehbren. Wir bezeichnen diese Stellen mit m'^,, m", ... . 
Die Gleichung (3.) ergiebt, dass in alien diesen Stellen P( 2 i),tv^) reale Werthe 
erhillt. Aus derselben Gleichung folgt uingekehrt, dass, wenn P{w^w^) in 
eiuem Funkte der Peripherie Jt' real und endlich ist, dieser Punkt zu den 
Stellen ?« , m", ... gehort. 

Bezeichnen wir daher mit wj diejenige Function von welche 

aus hervorgeht, wenn die Coefficienten der letzteren durch ihre con- 

jugirteu Werthe ersetzt werden, und mit w', w[ die conjugirten Werthe resp. 
von If und ?f„ .so folgt aus den eben gemachten Schliissen, dass die Werthe 
welche den Stellen ... entsprechen, durch die Glei¬ 

chung ( 1 .) und die Gleichungen 


(la.) 

0 

11 

(•t.) 

Pii 0 ,tu,) = P,{w',io] 


bestimmt werden, wenn wir unter «-,) diejenige Function verstehen, 

welche aus P(iivifJ dadurch hervorgeht, dass die Coefficienten der letzteren 
^O’^j'igirten Werthe ersetzt werden, Es ergeben sich hiernach 
r„e , f als algebraische Functionen von r. Hierdurch wird auch P{w, if,) 



von XI so musste demnach A verscliwinden. Dio Discriminante A ist cine 
ganze rationale Function cler realen und imaginareu Eestaudtheile von Coefli- 
cieuten der function F (to). Es sei A einer dieser Coeflicienten. Ferner .sei 
F^(w) diejeuige Function, in welche F(w) iibergeht, Venn vir A durcli 
A^ = A + £ ersetzen, wahrend wir die iibrigen Coefficienten beibehalten; end- 
lich sei H',(v) aus F^(w) ebenso bergeleitet vie H{r) aus F{w). AVir vollen 
e real nelimcn, wenn in A der reale Theil von A aiiftritt, und rein iinaginiir, 
Venn nur der imaginare Tlieil von A in A enthalten ist. Alsdann vird die 
Discriminante A, von H (/•) ausser fiir s = o erst fiir einen A^’ertli von e ver- 
schwinden, dessen absolnter Betrag eine gewisse Gren/.e fj iibersclireitet. 

Fill- die Werthe von e innerbalb die.ses Bereichcs sind aber der Ibidius 
des Grenzkreises, sowie die zusatnmengehdrigen Stellen w, u\ auf seiner Peri¬ 
pherie stetige Ji'unctionen von s. Demnacli ist auch P((r, tL\) fiir dasselbe 
Wertheupaar w, eine stetige Function von e, so lange mod 3 <//, bis e = o 
einschliesslich (wenn nicht auf dem zu F 'w geliorigen Grenzkreise F’ w Xull 
Oder Unendlicb wird). Da nun diese algebraisclie Function P(«', i'\) in dem 
ganzen Bereich 0 cmodscr/ den Werth Ein.s hat, so muss auch fiir e = 11 
derselbe AVerth erhalten werden. 


IV. 

Die Gleicliung (4.) voriger Nummcr kann auch als da.s llesultat der Eli¬ 
mination von aus den Gleichimgen 


(1-) 



) = 0, 

(2.) 


'S" 

1 

1 

) = 0, 

(3.) 



) = 0 


erhalten werden (siehe No. II), und es ist r — R, der liadius des Grenz¬ 
kreises, die kleinste reale Wurzel der Gleichuug (4.) voriger Nummer. 

Die Gleichungen (I.), (2.), (3.) kdnnen auch erhalten werden, wenn wir 
den realen und imaginaren Theil A'on lej und den imaginareu Tlieil von 
P(iv, wJ gleicli Null setzen. Unser in der Einleitung erwiihntcr Satz besagt 
daher: 

Wenn r = R der kleinste reale AVerth ist, fiir welchen diese 
drei Gleichungen reale Losungen cp = cp", — cp' zulassen, so ist 





YOU theilbar sein darf. 

1st uinnli(‘h == ciu f^olcluir Punkt d6r Poriphcric d6s Kicis- 
coiitiiuuiius, YOU welchoin in Xo. I cHb Red 0 ^ya ^5 zu dciu 6iii auf deiselbcix 
PeripliOTo j^elt'^enor Piinkt v'^ = gehurt, so wiirde die ^ oraussetzung, dass 
f^/(r, r^) diivch eiiu* .Potcnz von /• —tlieilbar sei, zur lolge haben, dass die 
stetige lieihe der Punkte eine Curve A bildete, welche zu den Curven des 
Systems 1’ gehdrte and fur welclie =• 1 wiire. Nach Gleichung (2.) miisste 
dann P{il\ h\) filr alle 'Werthe 20 ' dcr Curve A, also nach einem bekannten 
Sutze uberliau[)t in der ganzen ii;-Ebene gleich der negativen Ein- 
lieit sein. Es wiire also 


was zur Folgc biitte, dass durch eincn Linearfactor u\—c 2 v mifc con- 

stantem r tlieilbar ware. Dieses ist aber nicht moglich, weil (^ 2 ( 20 , 20 ^ nicht 
fiir ir — = 0 verschwindet. 

Setzen wir daher in Gleichung (5.) voriger Nummer = r, so erhalten 
wir eine wohlbestiinmte algebraische Gleichung 

(4.1 i^(r) = 0. 

1st r gleicli einer realen Wurzel dieser Gleichung, so fallen die Punkte w^, 
welche den Stellen m", ... anf der Peripherie Jr. zugehoren, theilweise 

Oder ganz auf dieselbe Peripherie. 

188 ] Der Itadiu.s des Grenzkreises ist dalier mit der kleinsten realen 
Wurzel der Gleichung (4.) iihereinstimmend. 

Ist — a eine reale Wurzel der Gleichung (4.) und w = fi eine der- 
jenigen Stellen wh, denen auf der Peripherie AVerthe zu- 

gehdren, und setzen wir zuniichst voraus, dass nicht -~f- und fiir r = r = a 
versfhwinden, so folgt aus den Gleichungen (*2.) imd’(3.), dass P(w,w,) in 
II gleich der positiven Einheit ist. 

Radius des Grenzkreises, so bleibt dieses auch bestehen, 
or ^ cr[ ^ =: R verschwinden \vurden. Es ist namlich in diesein 

l‘alle, wenn ir'(,-) die Ableitung von H{r) bedeutet, wegen der Symmetrie 
von G{r,r^) m Rezug auf r und r, auch HXE) = 0. Ist A die Discriminante 


( 3 .) 


Wir setzen mmmehr 


Tind 


m+1 ^ 

f{io) = 


m 


m 

tv — a,. 


W 

w B) 


i'OO- 

h (tv) 


z = F(jy) = g(w) + ah{w), 


wo a, i? noch verfiigbare Constanten bedeuten, von denen jedoch A, B 
real sein mogen. 1st der Radius des zii g(ui) gehorigen Grenzkreises grosser 
als Bins, so sei « — 0. 

Im entgegengesetzten Balle wollen wir bewciseii, dass wir a 
so wahlen kbnnen, dass fiir die Function F(tv) in Gleicliung (4.) 
diese Bedingung erfiillt ist. 

Die Gleichung 

F(w,) = F(w) 

geht filr a — oo iiber in 

(5.) h(iL\)-h{tv) = 0; 

hieraus folgt; 

tUj 1 Aiv''+B 

Atv^+B ■ 


Betinden sicb w und lo^ auf der Peripheric desselben uiu w — 0 be- 


schriebenen Kreises, ist also w — re' , w^ = re' 


so folgt: 


mod-?^ = 1, 
to 


woraus sicb ert^iebt 


(7.) 






Sind B von einander verscbieden, so erfordert diese Gleichung, dass [igt 

n^SiA noi 

e = e ■ 


( 8 .) 

Fuclis, matbem. Wo/ko. III. 


15 


CARNEGIE INSTITUTE 
OF TECHNOLOGY LIBRARV 



bcstiinnit. Er 6rli&lt nanilich dsn 6rtli Eiiis ). 


y. 

Im 75. Baiule dieses Journals, Abth. I, No. 5—10*)) habe icii folgende 
Aufgabe behandeit. 

Es seien in der Ebene der complexen Variabeln 0 willkiiv- 

licli gegebene Punkte, j > • • • ji ^^+1 verschiedene ganzzahlige Wurzeln 
der Einheit, welche durch eine Gleichung 

(1.) jy"-! =z 0 

bestimmt warden, wo + — Es soil die rationale J'kinction 

(2.) 0 = JP(w) 


(von der Gestalt der Gleichung («.) in der Einleitung) so gewahlt werden, 
dass li’ = werde fib.' 0 = und dass der Radius cles zu F(io) gehdrigen 
Grenzkreises grosser als Eins werde. — 

Wir haben daselbst diese Bestimmung durchgefubrt unter der Voraus- 
setzung, dass der kleinste Modal der Wurzeln der Gleichung F'(io) — 0 
J 90 ] den Radius des Grenzkreises liefert. Wir wolleu hier dasselbe filr den 
Eall thun, dass dieser Radius vermittelst der Gleichungen 


joj = 0 
und 

F'(iv}w + F'{^u^)^v^ = 0 

erhalten wird. 

Sei wie in Bd. 75, S. 186'), Gleichung (2.) 

. p. sich das Paradoxon des Herrn Nekuassofi- in No. 3 seiner Arbeit von sclbst, da 
, ^ ^ Idontitiit darstollt. Aus dcm Obigen erkeiinfc man aucli umiiittclhar, waruiti 

0 iiiclit ZU meinen Eo- 


in No. 4 seines Aiifsatzes Herr Nekhassoh' mit der blosscn Gleichung 


sultaten gelangen konnte. 


dr I 


Abh. HY, S. S70-873, Band I didser Ausgahe, K. h\ 
2) Ebetida S. 371. B. F. 



betzeii wir voraus, (4iss von den (irossou a, /j die cine iiueinllich gi’uss 
worde, wilhrend die andere ciidlicli bleibt, iiud nelnnen wir an. dass die [193 
Gleichuiij^ (Sa.) statt habe. Alsdaiiu miissten auf deni Grenzkreise von F{ir) 
fiir diesen AVerth von a zwei AVcrtlie ?/% i(\ sicli betindeUj von der IkNchaffen*- 
lieit, dass 

K{io % a*;*) == o 

und dass w[^ conjugirte Wertlie sind. ]Ja \ reale Coefticieiiten 
hat und in Bezug auf die Arguniente syinmetrisch ist, so wiirde der 

conjugirte AVerth von K{w‘\ fiir dasselbc AA"ertlien])aar verscliwinden. Ans 
Glcicliung (t'i.) crgiebt sich demnach, dass aucli 

_ ... __ 

wo aus //(«') erluilten wircl, wean in letztercr Function die Coefticieuten 

durch ihre conjugirtcn AVertlie ersetzt werden, fiir dasselbe AVcrthen]>aar 
unendlich wird. Es inusstcn demnacli cc und /3 fiir dasselbe AVertheiipaar 
gleichzeitig unendlich werden, gegen die \^orausset'/uiig. AVenii demnach 
a = ci + l^i so gewiililt wird, dass der absolute AVcrth niir einer der beiden 
Grossen a und (i eine gewisse Grenze iiberschreitet, die andere aber einen 
beliebig gewahlten endlichen AA^crth hat, so kanii der Fall (Sa.) nicht ein- 
treten. Der lladius des Greiizkreises von F{u') ist daher alsdann 
grosser als Eins. Die nahere Bestiminung von a erfolgt auf aualoge 
AVeise wie die der entsprechenden Grosse a in meiner Arbeit Bd. 75, Abth. I, 
No. 6—1(G). 


1 ) Abh. XIV, S. ;i72~~IJ78, liand I dioser Aiisgabe. H. F. 
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ofl^r 


«'ri* ^ g'"'-?*. 


F(iv)tv + F'{u\)^<^i = ® 

fdlijtt tTir It =• ' 

ur'(n--i)AW‘ + F - + [(«-lH± (»+1)-^1 < ±Jl ^ 0. 

1,„ Kalk (,.) >vr,n. Civ .li= gemetaschaftlichen L&ungen von (6.) und (0.) 


iw’* = 


das }ieisst 

odi'V 

Oder 

(lOb.) 


- Aw’" + [(h -1) 5 + (tt +1) ^i]««" + = 0 

= 0 


1 1 _ n 

-1-— 0, 

w 10 , 


Weim wir « als ungemle ZaU wahlen, so ist (lOb.) auszuschliessen. - 
Es sei 

B _ n +J^ 

(11-) 

so Ik-fern (lo.) und (10a.) iiur Wcrthe von w, deren Modal grosser als Eins 
ist. Die Gleichung (10.) stimmt ilbrigens mit der Gleichung 

h'{w) = 0 

iiborein. 

Die Gleichung (0.) kaiin vermittelst (n.) auch in die Eorm 


(9a.) K{ii:\te,) 


• {)i — l) w'’" + ?i H-1 


i— l)«»f*-h n + 1 


(w"—!)((?» — l)w’'+ n -1-1) (w"— l)((n — l)*^" + n + 1) 

gesetzt werden. 

Sei a == K + i3(, so folgt aus 

loF'{iv) + io^F'{iv^) = 0: 

, a: g'{w)w+g'{w,)w, 

“ + - K{w\w:) - 


= 0 


(12.) 


LIX 


OBEll LINEAliE EIFFEREXTIAT.GLEICHUNGEX, 

WELCHE VOX PARAMETEKX UXABHAXGIGE .SfJBSTITrrnoXS- 

GRUPPEX BESITZEX. 

(Sitzungsberichte der Kbnigl. preTis.sEchen Akademie der AV''isseTi.scliat‘ten zu Berlin, 
1892, XIT, S. 157—176; vorgtdegt am 25. Februar; ausgegeben am 3. Marz 1802.) 


Die folgende Xotiz enthiilt gcwisserma.ssen cine Eortsetzuug der Unter- [is? 
suchungen iiber lineare Differentialgleichungen, welclie icli in den Sitzuugs- 
berichten'-^) veroftentlicht babe. Den Ausgang^ipunkt bildet diejeuige Klasse 
von linearen homogenen Differentialgleicliungen, svelclie ich in den Sitzung-S- 
berichteii**) eingefiilirt und angesvendet babe, und -welcbe sicb dadureb 
cbarakterisiren, dass die Siibstitutionen, welcbe ein geeignete.s Pnndamental- 
system von Integralen derselben durcb die Umliiiife der iinabbiiiigigen Varia- 
beln erleidet, von einem in den Coefticienten der Differentialgleicbung anf- 
tretenden Parameter unabbiingig sind. Es ergab .sicb daselbst, dass diese 
Eigenscbaft sicb mit dem Vorbandensein genieinscbaftlicber Losungen eines 
gewissen Systems partieller linearer Differentialgleicbungen deckt. 

In der gegenwartigen Xotiz beschaftige icb mich damit, unigekelirt 
solcbe Systeme linearer homogcner partieller Differentialgleichungen zu 
kennzeichnen, delen Untersucbung auf diejenige solcber gewcibnlicher 

*) .lahrg. 1888, S. 1115 ff. und S. 1273 ff.; Jahrg. 1839, S. 71.'! ff.; Jalirg. 1890, S. 21ff.‘). 

**) Jahrg. 1888, S. 1278 ff. -). 


>) Abh. LIV, S. 1—C3 dieses BsEdes. R. F. 
2) Kbenda S. 20 ff. K. F. 



ANMERKUNGEN. 


1) livT handsclriiiliche Xacblass meines Vaters liisst erkenncn, class ibn die bier gcgebeiieu Ausfulirungen 
iiber das Ai>biIiiun 2 S|.roblcin nocb niclit befricdigt babenj dass er vielniehr iviederbolt auf dassclbe 
zuru. k/ekonimen AVie der Naclilass zeigt, bat er sputor darauf verzicbtct, Metliodcn zur Bestimraung 
des Badius ties Oreii^krcises anzugeben, und bat versuclit das Abbildungsproblcm obne Kenntniss cler 
(iri'sse die>.s Iladius durclizufiibreii. AIs Ergcbniss dieser Untersuchungcu ist dauii schliessiich die 
Ar)>eii >I ber eine bf^ondere Gattiing von rationaleii Curven mit imaginlircn Doj^pclpunkteiu {Sitzungs- 
berifbte ItHM). S. 74 ti., A lib. LXXIl dieses Baiulcs) anzuseben. 

2) Zu dem S. Ill gemaebton Grenzubergang £ = 0 ist Folgendes zu bemerken: Im Nacblass meines Vaters 
findet sidi zu diesem Grenztibergang eine Anmerkungy die icb bier wdrtlicb zum Abdruck l>rh]gen mddde: 

Bei dieser Gelegenheit muss icli ein Versehen berichtigen, Avelches 
siclj p. ISb, lid. IDS eingeschlicbeu hat. Dasselbe betrifft den dort ge- 
machten Grenziibergang £ == 0. Wenii namlich e beliebig klein, aber von 
Null verschieden angenommen wird, so ist es nicht nothwendig, dass 
die Gleichung J2,(r) == o eine roale Wurzel besitze, welche einer ebenfalls 
rcaleu Wurzel der Gleichung jEf(r) = i) hinlanglich nahe kommt. Ans 
diesem Grunde ist der bezeichnete Grenziibergang nicht immer zulassig. 

S) Zu Gleichung (12.) S. 114 ist zu bemerken, dass der im Nenncr der reebten Seite stebende Ausdruck 
nicht, wie in Gleichung (ba.) angegeben, lautet, soudern 

er**) -= iC** ~I (_ (» —1) H + 1 («—1) 1 ) 

^ ((i««-l)[-^(n-l)iu«+n+l] (<_i) l)] i ‘ 

R. F. 



CIO (Joeihciecten r,, rationulo 1-unctioiieM vou .r, imd ist: 

(2.) 10 = -•l,,// + J.//'-r'"-r , 

WO .-I,,, -.4,, ..., rationale Kuiictionen von x uud //"' = |, so liabeu wir 

nach dom Vorgange von Kiemann*) die Difrerentialgleiclmng, wcdclnn- ir ge- 
niigt, als mit (l.) zii derselben Klasse gohdrig bo7.ei(dmct. 

Wir wollen diese Ijezeiclmungsweise auf den ullgeineineren Kali uns- 
delinen, wo eindeutigo Kunctionen des Ortes (.'’js') in dor durcii 

die algebraische Gleiclmng; 

(3.) 7''(^;,.s) = 0 

dctinirten IliENtAA’Nschen FUlche bcdenten, und wollen von der linoaren 
homogenen Differentialgleichnng, welcher w geniigt, sageu, dass sie mit [tso 
(1.) zu derselben Klasse gebure, wenn die Grossen'/I , *4^ ..*4 eben- 
falls eindentige Kimetionen des Ortes (.'’,.v) bedcnten. 

Als Kunctionen des Ortes (.)■, .v) lassen sick die Integi'ult' der Ditferential- 
gleichung (I.) als lineare lioinogene Functionen eines l>'undanientulsy.stenis 
mit von unabhiing'igen C'oefticienten darstcllen. 1st G die 
Gruppe devjenigen Substitntionen von //,,//,,•••,'/,,r 'velche den siminitlichen 
gescblossencn Bahnen des Ortes (y, s) entsprechen, so ist G ziigleirli die 
Gruppe der deiiselben Bahnen entsprecheiiden Substitntionen fiir die Integrale 
w,, 1 /;.^, ic,„, welche aus Gleiclmng (2.) fiir '/=='/,, .'/o ••-i/d, hervorgehen. 

Ist nmgekehrt u\, iL\_, •••,1'’,.* System von Functionen des Ortes (.'g-v), 
welche fiir alle geschlossenen Bahnen dieses Ortes in solche lineare homogene 
Functionen von w',, n'.., tc,,, mit von x unabhiingigen Coefticienten sich Viw- 

waiideln, wie sie die Gru})pe G liefert, und setzen wir: 

(•t.) n\ = + - 

fiir 7;: = 1, 2, .... so folgt; 

(5) = A, = 

Avo A die Hauptdeterminaiite von y,, •••)//„.) ^ dadurch hervor- 

geht, dass die A + I*® Verticalreihe in A durch w^, ..., er.setzt wird. 

Vergl. Sitzungsberichtc 18BS, S. 1270 ^). 


1) All). LIV. B. 17 dieses Candes. R. F. 



li!i»'arrr honio^i^iun- Ditfereiituilgleiflnnigcn ziivuckgofuhrt werclen Icann, deren 
SMh^rdnnuiifu v(»n i iiit-r Aiizuld in den Coefticienten aiiftretendeii Parametern 
unatdiaiigig siiul partielleii Differontialglcichungeii scheiiien eine be- 

Niaidi'ie Anfinerk^unikcdt /u verdieiieii. In deni Folgenden wird imter anderem 
da-s /.u ilnu‘u auch ditjeiiigen beiden Arten partieller Differential- 
Aeirliunu’rii gelidvi'n, uuf welche nach einoni von Herni Picard^) fiir be- 
sf/nden* ITilb* gegr^beinni A'rrfalireri das Studium derjenigen eindeutigen Pane- 
tiiRieit /.ua^itT \ ariabelii begriiiulet werdeu kann, Tv*elche Substitutionen der 

I'i )Xni: 




zulu><eii. 


A I -r A ^ v; 4- -i j -/>* £ + 4- \ 

*' ^ § 4* C[ ' 4" C\ r^ + / 

ft - 

V' + d ' cr^ 4* (V) 


Die er>ten-‘ ditst*r beiden Arten partieller Differentialgleicliungen hat 
nt.'uerdiiigs Herr Jacoh IIorx^*'*) fiir den Fall rationale!’ Coefficienteri darauf- 
liin untersucht, unter ivelclien Umstanden ihro Integvale sich in der Uni- 
gebung der singularen Stellen regular verlialtenj das heisst, in der von mir 
gelirauchten Terniiiiologie, ob sic daselbst niclit iinbestimmt***) werden. In 
deni Fnlgeiideii werdeii die bierzu erforderlichen Bedingangen, unter Benutzung 
des seh(»u erwiibnten /usammeiihanges der bezeichneten partiellen Differential- 
gleiehuiigeii ruit der besonderen Klasse gewolinlicher Ditferentialgleichunffen, 
welehe von Parametern nnabliringige Substitutionsgruppen besitzen, aus der 
I ntersueliung des \ erhaltens der Integrale einer gewohnlichen linearen honio- 
genen Ditiereutiulgleicliung in der Unigebung der singularen Punkte hergeleitet. 


1 . 

Sind in der Ditfercntialgleichung: 


(Id 




Atta Matlicmatica, T. 5, S. ITGff,; Liouvilli- Journal, IV. scr. (1SS5), p 112 ff 
f S. 118 ff. und in seiner Freiburger Ilabilitatiousschrift 1890. 

) < f^rl. Sitzungsberichte, Jahrg. 18SG, S. 281 imd Sitzungsberichte, Jabrg. 188S, S. 1279, No. 12 ^). 


1. Am, X1.MI, s, 3ai, Hand II uUser Aosgjle odiJ Abh, LIV, S. 22 dieses Bandos. R. F. 




wo aie oeincienieu einaeucige I'unctioneii ue.s urtes a') tU-r Jiiemann'- 
schen Iliiche: 


(2.) F{,r, A) = 0 

bedeuten, die eincn Tarameter t enthalten. Es werde voraxisgesetzt, Cam tin 
Fundamentalsystein von Integralen :V,; der Ditferentialgleichuiig, als 

Functionen des Ortes (jx, a) existirt von der Beschaifenlieit, dass in deni 
ganzen Veiiavife von (.';,s) die Gleicluingen; 


(3.) 


^Uk 

d't 




Alfk + -^ 124 + • • • A.-, 24 "'"”, 


(/■■ 1,2,..., Hi) 


erfiillt werden, worin A^, A^, ..eindeutige Functionen von (a’, a) be¬ 
deuten. Nacli voriger Kummer*) geniigen eiiier Ditferentialgleicliung 

derselben Klasse mit (1.), und ist nach einein Umlaufe von 

i/k — 24 + 24 + • • • + 2/.-;! 


so ist aucb: 


(5.) 



dt 


+ G-s 


^.'4 

~dl 


Af 


Es ergiebt sicli dann auf dieselbe Weise, wie an der oben angefiilirten 
Stelle**), dass die Coefficienteii der Substitutionen von ?/,) 2/,) • •-i 2/„i [‘®' 
die irgend welchen Umlaufen von (a’, s) entsprechen, von t un- 
abhiingig sind. 

Es sei nmgekehrt vorausgesetzt, dass ein Fundainentalsystem 
von Integralen y,, y„, ■ ■y„, der Gleichung (1.) angebbar sei, von 
der Beschaffenbeit, dass die Coefficienten der Substitutionen, 
welche alien FTmlaufen von (x,s) entsprechen, von einem in den 
Coefficienten der Differentialgleicliung auftretenden Parameter 
t unabhangig sind. Alsdann geniigen in dem ganzen Yerlaufe 
von (^,, 9 ) die Functionen y,i ■ ■-i y„ einer Gleichung der Form 


*) S. aucli Sitzungsteriehte a. a. 0. 
**) S. 1279, Gl. (8.)'). 


Abb. LIV, 8. 21 dieses Bandes. E. P. 
Fuchs, mathem. VTerlte. III. 


16 



(k — 1, 2,, w) 


1st ciuer dor bezoichneteu Bahnon entsprechend: 

iI Ik — «ii Hi-r ■■■ + 2/»‘' 

s(j ist aucli. 'veil von ^ unalduingig. 


i‘-) 





+«A.'.C 


Dor Voraussot/AUig nach ist auch: 

Domnaoli orhulteii Ziililer und Kenner in Gleichung (5.) durch denselben 
Uiiiliuif von .v) einen gemeinscliaftliclien Factor, woraus sich ergiebt, dass 
^4 oiiio c-indeutige Function des Ortes (a,*’) ist. Die Differentialgieichung, 
wolchor </•,. »■,)•••) geniigen, geliort demnach mit (1.) zu derselben Klasse. 

Wenn Z/o i',) • • •» Z/,, sonde iiberall in der EiEMANNSchen 

Fliiche bostimmt sind (in dem Sinne wie dieses filr die Integrate derjenigen 
Klasse von Ditferentialgleicliungen statt hat, welche in meiner Arbeit in 
CiiEixts Journal, Bd. GC, No. 4, Gl. (12./) detinirt'vorden), so sind die Coeffi- 
cienten A. rationale Functionen des Ortes («, s). 


i6o] 2. 

In derselben oben bezeichncten Arbeit*) haben nir eine besondere Gat- 
tung linearer homogener Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten 
eingefulirt, 'velche sich durch die Eigenschaft auszeichnet ein Fundamental- 
system von Integralen von der Beschaffenheit zu besitzen, dass die den Um- 
laufen der unabhiingigen Variabeln entsprechenden Substitutionen desselben 
von einem in den Coefficienten der Differentialgieichung auf- 
tretenden Parameter unabhiingig sind. 

Es ist aber die Voraussetzung, dass die Coefficienten der Differential¬ 
gieichung rationale Functionen der unabbangigen Variabeln seien, eine un- 
wesentliche. Sei wieder; 


(!•) 


iry (T'-'y 


hitzungsheridite ISbvS, S. 1273 ft'.-). 


5} Alh VI, S. ISG, Band I dieser Aosgabe. E. F. 
A'cb. LIV, S. 20 ET. dies?? Bandes. R. F. 



unci substituircn die llesultate in dieselbe Gleicbung (I.) vori;;cr Xiuniner. so 
ergiebt sich eine Gleicbung von der Form: 


(3-) 


n 6 

7> Z _•_ 4. V — 




■hllr.il = 0 , 


deren Coefbcienten eindeutige Functionen von seiu solleii. 1st GleF 

chung (1.) voriger Nummer irreductibel, so ergiebt sicli hieruus: 

( 3 .) -= 0 , = 0 , • • •: = 0 . 


Dieses ist ein System linearer Differentialgleichungen fiir die Functionen 
A^, A^, ..mit Coefficienten, die von eindeutig abhiingen, und es 

ist zu entscheiden, ob dasselbe Particularintegrale besitze, welcdre eben- 
falls eindeutige Functionen von (a’, s) sind. 

Wenn wir die besclirankende Voraussetzung u'ieder aufnehnien, class die 
Coefficienten der Gleicbung (1.) voriger FTiimmer rationale Functionen von 
(:c, 5 ) sind, und dass die Integrale derselben nicbt Stellen der Unbestimintheit 
besitzen, so gilt der Satz: 

I. Die AVurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen 
der Gleicbung (1.) voriger Kummer sind von t unabbangig, wenn 
diese Gleicliung von t unabbangige Substitutionen besitzt. 

Es sind niimlicb die Wurzeln einer determinirenden Fundamentulgleicbung 
das -^^^-jfacbe des Logaritbmus der Wurzeln der Fundamentalgleicbung*), einer 
Gleicbung, deren Coefficienten der Voraussetzung nacb von t unabbffigig sind. 

Ist unter derselben Voraussetzung y,_^i • ■-ly,., Fundamentalsystem 
der Gleicbung (1.) voriger Nummer, dessen Substitutionen von t unabbangig 
sind, Oder, was dasselbe besagt, ein solcbes Fundamentalsystem, welcbes aucb 
der Gleicbung (3.) voriger Nummer geniigt, so wird bieraus das zu einer 
singularen Stelle cc — a, s = h geborige Fundamentalsystem ?fj, ?/„, ..., 
durcb die Gleicbungen: 

(4.) t<* = a,-*, y, + a*, ?/, F • • • + y^, (k = \,2,..., rn) 

liergeleitet, in welcben , a, ..., .ay.,, durcb die Gleicbungen: 


Siclie CuELLEs Journal, Bd. G6, S. 132, Gl. (6.)')* 


1; Abb. VI, S. 171, Baud I dlesar Auggabe. R. F. 
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ilcTfU ('uefficieiiten eindtmtige lunctioneu von (x, s) 
' i n d *}. 

I<r nunilicli fiir inrend cincn Unilauf von 

• ti.) y.; — «ii//i+ (k — 1,2, 


so ist luudi der Voraiissetziiiig auoh: 


(7.) 


(f) 




+ 


d( 


iJalitT gelidrf- die J)iift‘raitialgleichiing, welclier -gf, ~sf, ■ ■^ genilgen, zu 
derselbwi Klasse niit ( 1 .) (S. vorige Nunimer), und es finden im ganzen Ver- 
laufe von (.e.die (ileichnngeu (:s.) mit in (a', s) eindeutigen Coefficienten statt. 

Wir uolleii von den IJifferentialgleic'hungen (J.), Avelche ein Fundamental- 
system von Integraleii besitzeri, das zugleich einer Gleicliung der Form (3.) 
geniigt. knrz sagen, ilirc Substitutioncn seien von t unabhangig. 

Sind die Coefiicienten der Gleichung (l.) rationale Fimctionen von (ic, s), 
nnd Iiabeu ilire Integrate keine Unbestimmtheitsstellen, so haben auch***) 
keine solehe Stelleii, und die Coefticienten 

rt ^ 


4 4 


sind rutionale Fuuctionen von (.' ,*•). 


Dureli Differentiation der Gleichung (I.) voriger Mummer nach t folgt: 


(!•) 




V. --+ V. —lA 

dt dx”'-'- Sf. 


- -== 0 




6^ ^ 


Oo = 1) 


j 62 ] Ditferentiiren wir G-leichung (3.) voriger Mummer wiederholt nach x und 
redut'iren auf den rechten Seiten die Ableitungen nach x vermittelst der 
Gleichinig (l.) derselbcn Mummer auf solehe von der Ordnung 0 , 1 , — 1 , 


*) Ver^^L bitzungsberiehte a. a. 0., No. 12^). 

Ydrcl. Sitzangsberichte a. a. 0., S. liSO, Gl. (5.)-). 
Yergl. Sitzungsberiehte a. a. 0., S. 123P). 


Ahh. LIV, S. 22 Baades. K. F. 

^IbeaUS. 2:i E. F. 

3; Ebeala 8. 24. R. F» 


Beispielsweise laixten die Gleicliungen (3.) 

fiir r, = 0 


m = 


{3a.) 


A':>+2Al" = 0 , 


dr., 




m = 3 


+ r.yi;‘>- 3 >-3 A[‘> - A, - .I,- 3r'".d”’- 3 ,3 A';' + = 0 , 


(3b.) { ^i;^--2r3yC-r'‘'^,+ 3Jf-3n,.4;^’-3(,-:;' + r3).e’-(^-f+2,f).l3+~^ = 0, 


.4“ - 2 yl'" - 2 /•;" A, + 3 yi”’ + 3 4.f 


0, 


WO die obei'en Accente Ableitungen nach bedeuten. 

Wir bebalten uns vor, bei anderer Gelegenheit uuf eine Biscussioji dieser 
DifFerentialgleichungen fiir zurilckzvikommen. 


4. 

Indem wir nunmehr dazu iibergeiien, Anwendungea der Theorie der 
Differentialgieicbungen mit von Parametera unabbangigen Siibstitutionen auf 
eine gewisse Gattung von Systemen linearer partieller Differentialgieicbungen 
zu macben, wollen \Ar die Bezeicbnungen in den Gleicliungen (I.) und (3.) 
No. *2 abandern. Es sci demnacb; 


,3 , a’"-’5 

(A.) ^ + r, + - + r.„_ .0 

eine Differentialgleichung, deren Coefficienten i\, r,, ..., eindeutige Func- 
tionen der von einander unabbangigen Variabeln .r, a',, ..und einer 

gewissen Anzabl von Grossen y, 1 /,, y^_^t welcbe von den a;, ;r,, 

algebraiscb abbangen. 

Macben wir die Voraussetzung, dass diejenigen Substitutionen der Glei- 
chung (A.), welcbe solchen Umlaufen von x entsprechen, fiir die zugleicb 
Vii Vii ■ Va-i Anfangswertbe wdeder erbaltcn, von a:,, a,, ..un- 

abhangig seien, so folgt aus No. 2, dass ein Fundamentalsystem von Integralen 
der Gleicbung (A.) existirt, welcbes zugleicb ein System: 


ds 

dxi 


Aj, 



•• + 


d ”'-'2 


(B.) 





if). I 

-f "1“ *' * 4“ ^k) ^ 

163 ] bestinimt sind, warn iiiit die Umlaufscoefficienten von Vii y^i ■ •-i y^, 
fiir den .singularen Tunkt («, h) und mit eine der m AVurzeln der Funda- 
rnentalgleichung bezeiolmet warden*). 

Da nnd von t unabhiingig sind, so ergiebt sich fiir den Fall, dass 
die Fundaiuentalgleichung ungleiche Wurzeln besitzt, dass die Verhaltnisse 
der (irdssen von t unabliiingig. Wir kdnnen demnach die unbestimmten 
Factoreii von so wiihlen, dass die letzteren ebenfalls gemein- 

schaftliciie I-dsungen von (l.) und (:i.) voriger Nummer werden. 

Es ist aber**) zu erselien, dass auch fiir den Fall, dass die Fundamental- 
gieichung gleiche Wurzeln hat, durch solche lineare homogene Functioneu 
der lutegrule 2 /„ oin zu (a, t) gehorigcs Fundamentalsystem ab- 

geleitet werden kanu, dessen Coefticienten nicht nur von x sondern auch von 
t utiabhangig sind. Demnach konnen wir folgenden Satz aussprechen: 

11. Man kanu unter denselben Voraussetzungen, welche im 
Satze I. gemacht sind, das zu irgend einem singularen Punkte 
der Gleiehung ( 1 .) voriger Nummer gehorige E'undamentalsystem 
so wiihlen, dass auch die letzteren Integrate gleich- 
zeitig der Gleiehung (3.) voriger Nummer geniigen. 

Im Falle, dass die Voraussetzungen des Satzes I. erfiillt sind, ergiebt 
sich aus demselben, dass, wenn in Gleiehung ( 1 .) voriger Nummer; 


gesetzt wird, die Differentialgleichung fiir « ebenfalls von t unabhiingige Sub- 
stitutionen hat, dass man demnach bei der Discussion der Gleiehung ( 1 .) 
voriger Nummer da, wo es zweekmassig ist, = 0 voraussetzen kann. 

*) Siehe Ckelles Journal, Bd. 66, S. 132, Gl. (5.)»). 

**) Siehe ehenda S. 134ff. “). 

Alib. YI. S. 171, Band I dt«ser AuBjabn. R. P, 

*) EWda S. 1T4 ff. B. P, 




ergeben, wo eine eincleutige Function von 


//,, //oj .V-_j 

ist. Mit Hlilfe vou (B.) folgert man dami, (lass allgeniein: 


(Bl) 


‘o'- 
^.n—1 , 


_ /■. .. , r <5- , , ,, O' . 


dx, 


(a = 0,1, 


wo wieclcrum eine eindeutige Function von [i66 

a', a;,, y, y,, ?/., .. 

ist. 

Im Allgemeinen genicsst also das Fundaincntalsy.stem 
die Eigenschaft, dass die Gruppe der Substitutionen desselben 
von a;, a;,, iCj, unabhangig ist, welclie der Variabelu a, a',, 

auch als allein veriinderlicli aufgefasst wird. 

/iur Kategorie der Ditferentialgleichungen (A.) geboren z. B. diejenigeu 
Differentialgieichungen, welclien die Periodicitiitsmodalu der ABEcschen Tn- 
tegrale als Functionen der Klassenmoduln geniigen*). 

Wir werden bald nocb andere Beispiele kennen lernen. 


5. 

Es sei jetzt umgekelirt ein System linearer honiogener partieller Ditfe- 
rentialgleicliungen mit der abliangigen Variabeln z und den unabbiingigcn 
Variabeln a:;, a',, a;^, ..vorgelegt, dereii Coeflicienten eindeutige Functio¬ 
nen von a:, a;^, ...,a;„_, und den von dicsen algebraiscb abJiangenden Grossen 
Hi Ho • •-I y^-i seien; und es werde die Voranssetzung gemaclit, dass dieselben 
durch eine Function z befriedigt werden, deren Zweige (d. h. die durch 
solche Umlaufe der Variabeln a, a\, a'^, erzeugten Functionswerthe, fiir 

welche auch ;{/, y,, Z/.i • •-t 2/a-i Anfangswcrthe wieder annehmen) sich 

sammtlich durch m derselben linear hoinogen und mit 

von a, a;,,a„, ...,a;^,_j unabhiingigen Coefficienten darstellen lassen. 

*) Vcrfil. Crei.les Journal, Bd. 71, S. 12dft.; Bd. 78, H. 324ft'.; Sitzuugsberidite ISSS, S. 1235 11'.'). 


3) Abli. IX, S, 283 ff., IJand I und Abh. XIII, S. 343 ff., Band I dicser Auagabe; Abb. LIV, S. 29 ff. dieses Bandea, R. F. 


lii-frii-diiit. M'(» fini- eindeutige Function von 

■«. .V,, . .V !/, '/i; Vv • • 2/5-1 

bcdcutet. 

Alls den (ik-ichungeii (A.) und (13.) folgt, dass die sammtlichen Ab- 
Icituugen jcder geincinseliaftlicheu J.d.snng derselben nacli den Variabeln 
J-, ./j, .... y als liuearo lioiuogcnc Functionen der m —1 ersten Ab- 

165 J Ifituiigcn diescr I.dsuiig luicli ./■ darstellbar sind, deren Coefficienten ein- 
deiitigc i-'inictionen von 

J(. i/j, •••! ‘^0-11 //j //if 2/2 J '•*? 

So er^iebt sich 7. 15.: 


ib; 








‘ ;n-i 


dx”‘- 


(,“= 1.2, 


Alls difsen Cileicluingcn erluilten wir durch Elimination von 


0 £ f5'-c 

"dx ' dx" ’ ' ■ ■ ’ a^^ 

cine Gleicliung 


(A’.'f 

deren Foeftieienten 


6’'G , , 

'dx^‘ ''' 'dx^-'- + ■ ■ ■ + " ~ 

G) I'ai •••j F. <iindeutige Functionen 


von 


. , •••,-Vu 2/, 2/i, y5_. 

Sind. 

Fs geniigt duher z auch als FAinction von eiiier geivobn- 
lichen linearen liomogenen Differentialgleicbung mit Coeffi¬ 
cienten von derselben Natur, wie ...,r 

Selbstverstandlicb kann das System (I.) auch so beschaffen sein, dass die 
Ordnung der Diffcrentialgleichung (A.) niedriger als die wird. Dieses 
wurde gescbehen, ivenn die Determinante 


A,. 


( — 1, .i, . . ., TO — 

U = 1, 2, 


verschwindet. 

Ini Allgemeinen also wird die Ordnung der Gleichung (A.) die ?»“> 
«ein,_und e.s wird_d^^^Sy.stem der Glcicbungen (t.) fiir , = 1 , 2 , ..., die 


Auflosung nacli 5 ^-, gestatten, und namentlich 



letzteren Vanabeln und der von denselben algebraiscli abhutigendeu Grdsseu 
y, 2/.) 2/s) •••> 2/=-. seien. 

Das System (S) soil jetzt der folgenden Bedingung geniigen: Dasselbe 
soil identisch. befriedigt werden, wenn die sammtliclien Ableitungen nach 
den Variabeln x,x^,cc,^, durch bestimmte lineare homogene Ausdriicke 

eines festen Systems von m Ableitungen ersetzt werden, deren Coeflicienten 
eindeutige Functionen von x, x^, sind. Dieses feste 

System von Ableitungen lasst sich dann allemal so wiihlen, dass zmschen 
denselben eine lineare homogene Gleichung mit in 


Xj x^j *•*} ^11-1) i/i) y<i) •••? 

eindeutigen Coefficienten nicht statthndet. 

Fur ein so charakterisirtes System (S) ergiebt sich zuniichst: 

I. JedeLdsung^ desselben geniigt inBezug aufjede einzelne 
der Variabeln x^ einer Differentialgleichung: 


( 1 .) 


, ..a) Q 

dXi * dxl~^ 




deren Coefficienten eindeutige Functionen von 

X, X,, 2 /, 2 /|, !/,j 


[i6S 


sind, und deren Ordnung 
Gleichzeitig ist: 


n ^ VI *f 1. 


( 2 .) 




dx, 


dxr‘ ’ 


wo die Grdssen eindeutige Functionen von 

X, ajj.,, y, Vi, y^, Vz-i 

sind. 

Nach den Auseinandersetzungen von No. 4 geniigt es im Allgemeinen, 
um die Existenz gemeinschaftlicher Ldsungen des Systems (S) nachzuweisen, 
die Gleichung (1.) fiir eine der Variabeln, z. B. ;c, aufzustellen 


(A^) 


5" z d"~' z 

^ ’ 


Fnoha, maihem. Wttrke. m. 


17 



<l«roii ('(K'fficieutcii oiiideutige Functionen der Grossen 

•'l -'l! ‘*31 •••! !h t/il Hit • • •) V'j-i 


sind. 


I-^t nlinilicli; 
il.) 


! <5.<f 


lk = o, 

1 , 2 , / 


167 ] dit‘ }Iau{)tdc‘terminunte von 
und A*’ diejenigo Determinante, 
calroihe durch 


o'" 

'dx 


in Jiezug auf die Variable x^y 

welche aus A'^’ hervorgeht, wenn die Verti- 

ersetzt Avird, so ist; 
i 


A\ egen der vorausge.setzten Eigenscliaft der Function z Avird fiir einen Um- 
lauf von bei AA-elchem y,) 1 / 3 ,..nnverandert bleiben, Zabler und 
Neiiner in der vecliten Seite der Gleichung ( 2 .) init demselben Factor multi- 
{dicirt, als (7 ungeiindert bleiben. 

Aus der iiber die ZAA'eige der Function z gemachten Voraussetzung ergiebt 
sicb ferner; 


II. Las.sen AA'ir rf’. solclio TJmlaufe machen, Avelclie auch 
.Vt '/ji • • •, in ihre AnfangsAA'erthe zuruckfuhren, so sind die 

diesen Umlilufen entsprechenden Substitutionen der Integral© 
der (ileichung («.) A'on x,x^y X^f unabhangig. 

Vir sind hiernach auf die in No. 2 hervorgehobenen Differential- 
gleichungen Avieder zuruckgefuhrt Avorden. 


0. 

V ir betrachten wieder ein System (S) linearer homogener partieller 
Differentialgleichungen mit der abtiangigen Variabeln z rind den unabhangigen 
'Variabelu 3', deren Coeffieienten eindeutige Functionen der 


abhangenden Grdsse | sind. 

Auf einen besonderen Fall derselben, wo die Coefticienten a-, i.-. ratio¬ 

nale Functionen von x, y sind, warden die Ilerreu Appell*) and PirAiin**) 
bei der Verallgemeinerung der GAUSsschen Reihe gefiibrt. Auch lilsst sich 
nach einena von Herrn Picard *'■*=*) in besonderen Filllen angewendeten Yer- 
fabren zeigen, dass die eindeutigen Functionen ;<•, y zweier Yariabeln i', 
welcbe Substitutionen der Form: 


«, V, 


An + A^v + A„ 
'Ou+ 6',f + a ’ 


i)'n + U^v — i’., \ 
(J a + 6', V + C; j 


zulassen, und fiir ein gegebenes Wertbsystem y nur eine eudlicbc Anzabl 
incongruenter Wertbe v liefern, auf die Umkebrung von Quotienten dreier 
Losungen des Systems (1.), (2.), (3.) 


u, 



/: 


zurilclcgefuhrt werden kdnnen, wenn b., q rationale Functionen von 
X, ?/, I bedeuten. 

Aus den Gleicbungen (1.) und (2.) ergiebt sicb: 


GO 



■(4 

dx^ 

.«2 


+ Ct, + 




dx 




wo die oberen Accente Ableitungen nacb x bedeuten. 
Die Gleicbung (1.) scbreiben wir in der Form: 
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(5.) 


dy «2 Uj dx dx^ 


und erkennen durcb Vergleicbung der Gleicbungen (4.) und (5.) mit den 
Gleicbungen (A“.), (B^), dass die Differentialgleichungen (1.), (2.), (3.) ein 
System (S) bilden. 


*) Coniptes Reudus de I’Acad. de Paris, 1880, 1'“'' Sem. und Liol'mlle Joiirn. 1852. 
**) Annales de I’Ecole Norm. Sup. 1831. 

***) Acta Mathem., T. 6, S. 17G ff. 


(i — 1, 2, . .., 1) 


miA ft‘st/.ust**lleu, ob (lio>elbe mit den (jleichungeii 


o: 

cb'i 


i:,'' - + -i/'’ ji;,: + ■ ■ ■ + 


gt'im iti'i'liii-ftliflu' l-usuugou liositzt. 

Xiu'li No. -1 liis't >icii dieses so aiisdriicken: 

If. liii Alli!:elueineu ist die nothwendigo und liinreichendo 
If(*(1 i!igung dutiiv. duss dus System (S) gemeinscliuftliche Losuiigeii 
Itesitzt, die. duss die Suhstitutioneu eines geeigneten Funda- 
nieKt:ilsy>tems vou Integralen der Gleichung (Al) von co^, u;.^, .. 
niial:ih.'in!,'iu: werdeii, venii .f solclie Umliinfe voUzieht, die ancli 
in iiire Anfaiigsvertlie zuriickfuliren. 

Die Cocflicnonten z,. dor Difterentialgleichnng (Al) und die Coefficienten 

in (Ik.) miissen liierzu ()-l in X'o. :f Gleicliung ( 3 .) charakterisirten 
.Systemcn von Gleicfmngen geniigen, welclie filr die einzclnen Parameter 
r j- aufzustellen sind. 

Aus deni ^'orhergclienden ergiebt sicli aucb: 

III. Die Entscheidung dariiber, ob die Ldsungen des Systems 
purtieller Differentialgleicliungen (S) Uubestimmtbeitsstellen zu- 
lassen, kann von der Fntersuchiing der gewdhnlichen Differential- 
gleicliung (.V.) abhiingig gemacht werden. 

Diesen Satz werden wir bald durcli ein Beispiel zu erlautern Gelegen- 
heit liaben. 


169] T- 

Ein besonders interessantes Beispiel zu den Systemen partieller Ditfe- 
rentialgleiclmngen (S) der vorigen Nummer bietet sicb in den folgenden in 
neuerer Zeit vielfach behandelten simultanen partiellen Differentialgleicliungen 
dar: 


( 1 .) 

6 G 

dz dz 



( 2 .) 

d'z 

dxdy 

r , 7. , 7 

( 3 .) 

dy^ 

, ds dz 


u^ uixut^a uemnaca aen secns JJincrential- 
gleichuiigen Geniige zu leisten, welche wir erhalten, wenii wir eiuerseits in 
den Gleichiingen (3.) No. 3 an die Stelle von r,, r, die Coeflidenten der 
Gleichung (4.) nnd 



setzen, iind andererseits in denselben Gleichungen durch die Coefti- 

cienten der Gleichung (4a.) und d,, beziiglich durch 

—h. ^ 

I' ’ C ’ 

'1 ''I 

ersetzen. 

8 . 

Ill verschiedeuen Schriften=^) hat Herr PIorn die Frage liehandelt, unter 
welchen Umstanden das System der linearunabhangigen gemoin.sai)ien Integrale 
Gleichungen (1.), (2.), (3.) (seine Existenz vorausgesetzt) sich iiber- 
all regular verhalte, oder, wie wir im Anschluss an unsere in den Sitzungs- 
berichten (188G, S. 281)**) angewendcte Bezeichnimgsweise lieber sagen wollen, 
keine Unbestimmtheitsstellen besitze***). Herr Hoax sctzt iiberdies voraus, 
dass a,, ^o) ^ 2 > folglich auch [nach No. 7 Gleichung (G.)] 

rationale Functionen von x, y sind. 

Wir wollen zeigen, wie diese Frage mit Hillfc der voiiiergeliendeii Er- 
wagungen darauf znruckgefilhrt werden kann, zu entscheiden, ob die Eitfe- 
rentialgleichung (4.) voriger Nummer mit der einen unabliiingigen Variabelu 
X keine Unbestimmtheitsstellen besitze. Selbstverstandlich kann ebenso die 
Gleichung (4a.) derselben Nummer mit der einen unabliiingigen Variabelu y 
hierzu dienen. 

OfFenbar zieht die Voraussetzung, dass .^3 als Functionen der uuab- 

hangigeii Variabelu x, y an gewissen Stellen keine Uubestiniintheiten dar- 

*) Acta Matliematica, T. 12, S. 113 fF. Ilabilitationssclirift IS'JO. 

**) Wir bemerlcen bei dicser Gclegenbeit, dass in deii Sitzungshcrirliten ISSS, S. 1270, wo dieselbc 
Stelle citirt worden, in Folge eincs Druckfelilers statt des Jahres ISSO das .lalir ISiiU irrtluimlirh angegebon 
•worden ist 

S. auch ohen No. 1 ff. 

1) Abh. XLVII, s. 394, Band II dieser Ausgabe und Abh. LIY, S. 22 Fafisnote dieses Eindes. wo der ungegebena Drnckfebler be- 
richligt ist. B. F. 


Nach voriger Nummer Satz II. ist (ke notkwenaige unu nmreicneucie ne- 
.lafiirraass du-s Sy.stem (1.) bis (3.) gemeinschaftliche Losungen hat, 
die, (lass die Substitiitionen, welclie die Integrale der Gleichung (4.) eiieiden, 
von ;(/ nnabhiingig sind, wenn rr sokdie Umliiufe volkieht, filr welche auch § 
seiiR'u anrangliclion AVortli wiedcrerliiilt. 

Die (ileichmig (3.) ist eine Folge der Gleichungen (1.) und (2.) oder (4.) 
nnd (r..). Differeiitiiren wir in der That die Gleichung (5.) nach y und 
Gleidunig (2.) nac-h x und berilcksichtigen (1.) und (2.), so ergiebt sich: 


t3a.> 


WO: 


10.} 


d^z’ 6 ^ dz: 


C// 


1 

a, 

1 




- ~dif + ^0 ^0 

. 7 7 ,7 

dx dy ^ ® 
dh. d(L , , , o 


Aus der Ditferentiation von (Ha.) nach y und nachheriger Elimination von 
%' und 1 - mit Hiilfe der Gleichungen (2.) und (3a.) folgt: 

CJC CXVjf O \ / \ / o 




df 


d lop; r, 

-JiT 


4* -f 


J 5//^ 


dc,, d loff c, , 




T ^0 


SU 
d log c, 
dy 




dy 


-Co&, 


= 0 . 


.S(.'hreiben wir Gleichung (Ha.) in der Form; 

dz c c dz 1 d^z 

dx (\ c^ dy c, dy 

so sind die Gleichungen (4a.) und (oa.) mit den Gleichungen (4.) und (5.) 
aequivalent. Das Vorhandensein gemeinschaftlicher Integrale der beiden er- 
steren ist mit der Unabhiingigkeit von x derjenigen Substitutionen iiberein- 
i7(] stimmcnd, welche ein geeignetes Fundamentalsystern von Integralen der 
Gleichung (4a.) erleidet, wenn y solche Umliiufe vollzieht, die auch ? in 
seinen Anfangswerth zuriickfilhren. Ubrigens fallt (in Ubereinstimmung mit 
No. 6) dieses h undamentalsystem mit dem oben erwahnten Fundamentalsystern 
YOU Integralen der Gleichung (4.) zusammen. 



Da iiacli !No. / r1ic Substitutionen einos gceignctcu l’’iui(laiiu;iitiilsysl'eiu'< 
von Integralen cler Gleichung (1.) von y nnabhiingig sincl, so folgt uus .Satz I. 
No. 3, dass die Wiirzeln dev Gleicluing (L) von y nnul)!iangi 
sind. 

Nun ist Q^{a) eine rationale Function des Ortes in dev Kikman.v- [ 17,5 
scben Fliichc (’2.) und hat einen von y unubhangi-ron AVertli s.; 

0 '^-) = h- 


Da aber 'K*)2/) in-eductibel ist, so folgt, dass die detevmiuirende 
Fundaraentalgleichung (4.) diesclbe bleibt, velclie Wiirzel ./ dor 
Gleichung (2.) auch filr a gewahlt wird. 

Sind daher ?•,, die Wurzeln der Gleichung (2.), .so folgt: 

Es giebt ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(!•), C.,C„C3 von der Bescliaffeiiheit, dass 




r 






ganze rationale Functioiieii von darstelleii, dereii Co- 

efficienten eindeutig, endlioh und stetig sind, solange // dem 
Gebiete V angehdrt und x einem entsprccliendeii Gebiete G, 
welches sich aus Gleichung (2.) ergiebt"*^). 

Dieses stimmt init einem Satze des Herrn lionx **) uberein, wclclieu der- 
selbe aus anderen Principien und an den Differeutialgleichungen (l.),(2.), (3.) 
No. 7 selbst herleitet. 

Die Einschrankung, dass y in dem oben bezeiclmetcn Gebiete T sich be- 
wege, ist erforderlich, weil entweder die Integrate der Gleicliung (1.) in der 
Umgebung von x — a filr solche Werthe von y, fur welche 

6 = 0 mit 4- = 0 Oder = 0, oder mit 6, == 0 
‘ dx dy 

gemeinschaftliche Ldsungen besitzt, unbestimmt werden kdnnen, oder die de- 
terminirende Fundamentalgleichung (4.) ihren Charakter andern kann. 


*) Siche Grilles Journal, Bd. 06, S. 148 tl*.*)- 
Acta Matlicmatica, T. 12, S. lo2. 


n Aih. VI, S. 189 ff., Dana I dioser AuBgahe. K. F. 



lu'iit'ii zulusst*u. tlurftiu, \vc*mi wir alleiu verandern, wiilirend y unveruudert 
blfibt. 

172} Si:i <nTi hi dc'ti Xenueru von auftretender irre- 

.liH'tiltUr Fuetdi-, si. lllsst sich (lie (lleichung ( 4 .) voriger Nummer in die 


Furiii setzon: 




noch niit <}(, = 0 gemeinsclniftliche 


sinUiss 1\, r.. 1\ fiir 'y imnullireudes Wei'thsystem nicht unendlich werden. 
.Sci (/ -- ‘‘in willkiirliclier aber so beschaffener Wexth, dass fiix ihn 
I. wedcr mit ^ = " odex ^ = o noch init 6, = 0 eine Wiixzel gemein- 
schaftlich babe, weim 'kj ixgend ein von 4 vexschiedenex ixxeductiblex I actor 

dcr Xemier von it./, i,, />,, i>, ist 

"Wir kduucii alsdann um ij = l> cin Gebiet I abgrenzen, von dei Art, 

dass, u'cini wir die A erandcrlicbkeit von y auf F beschxanken, iiberhaript 

— 0 wt'ilcr mit odex = 0 noch mit = 0 geineinschaftliche 

7 cx oy 

Lusvnigen bositzeu kann. 

.Sei j- — a eine f/bsung dcr Glcichung: 

(■-’.) = d; 

wenn die A’ariabilitat von y auf F besclixiinkt wird, so muss in der Umgebung 
von — (i, weim daselbst Unbestimmtheit nicht statttinden soll=*=): 

/ A = 

(3 » ) A = 

j (.«- (if ’ 

I 3 . = 9 s 

\ {x — af 

sein, wo Q^, fiix x ^ a nicht mehr unendlich werden. 

Die zu X = a gehorige detenninirende Fundamentalgleichung der Glei- 
chung (1.) ist: 

(-L) ^(^‘-l)(^-2)+Q^(«)r(?--l) + ^,(rt)r + Q3(a) = 0. • 


Sioho ('RKT.LK5 Journal, Bd, (if), S. UG, Gl. (12.)^). 


>/ Abl>. VI, S. 1S6, Band I diesor Ansgabe. R. F, 



zustcllen, wahrend fiir solche V unubliiinf^ij/ siiul, dieses Yer 

lialten iiach den Coefficienten der Glcichung (4.) zu benrtheilen ist. 


0. 


Zu den Systemen (S) gelioren auch die j)artiellen Differentialgleichungen: 

(1.) 

Ti -t ~ ^ JS :s "b ^ -X ^ ^ zs + « -» 

dx dxdy vx dy 


(2.) 

djr dxdy * dx dy 


Denn diuch Differentiation von (1.) nach. x ergiebt sich: 


(3.) 

d^s d^s , dz dz 

- ^ ^ s > rj 4“ ^ 4- — -f ^2 

dx‘dy dxdy dx cy * 


Differentiiren 

wir (1.) na'ch y/, so folgt ; 


(4.) 

d^z d\: d'‘z , a.: dz , 

OX” dy cjxdy ^ dxoy dx dy 


Diflferentiiren 

wir endlich (2.) nach x, so ergiebt sich: 
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(5.) 

d^z d^z __ d-z , 0„- , ^ 6- , ,, , 

dx'dy dxd}f dxdy ^ dx dy 



Die Grbssen q., in den Gleicliungen (3.) bis (5.) setzen sicli aus 

den Coefficienten der Gleichungen (1.) und (2.) iind ihren Ableitungen rational 
zusammen. 

Aus (4.) und (5.) folgerii wir: 

6" 


( 6 .) 


Ti T - - dr d:' , 

dx^dy dxdy ^ dx dy 

(3:c6/ ^ dxdy ® ® dy 


Substituiren wii (G.) in (3.), so folgt: 

( 8 .) 


6*^' .6^ d^ . 


* dxdy ^ do; ’ 


DifFerentiiren wir (8.) nach x und setzen den Werth. von -g^r^ aus (G.) ein, 

Fnohs, muthera. Werke. III. 18 



Nuch Satz IL Xo. 3 lasst sicli aas runaanieiuaic>}'.'>tcm S 3 »aLn.cu, 

(lass (ladui'ch auch Gleiclmng (u.) vorigev Niimmev, d. h. also das System 
( 1 .), ( 2 .), ( 3 .) derselben Nummer befriedigt wird. 

1st demnach 2/) weder von a; noch von y nnabhangig, so 
geniigt es, um festzustellen, ob das System (l.), (2.), (3.) voriger 
Nummer fiir 6 = 0 Unbestimmtheiten zulasst, die Bedingungen 
(3.) zu entwickeln. 

Diese Entwickelung ergiebt folgendes Kesultat: 

Sei: 


h -^ 



174 ] wo h so gewUhlt ist, dass A, B, fiir 6 = 0 nicht melir unendlich werden. 
Alsdann muss sein: 


( 7 .) 

( 8 .) 

( 9 .) 


A, + = 0 , mod. 

+ = 0, mod-f'*, 


dx ‘ dx 


A A,B,~ A,B, = 0, 


dx 


Um diese Bedingungen mit den von Heivn Horn*) aufgestellten zu ver- 
glcichen, ist zweierlei zu beachten: 

Erstlich brauchen wir nach den obigen Entwickelungen die Grossen 
c,, Cj nicht in unsere Bedingungsgleichung aufzunehmen. 

Zweitens sind in unserer Darstellung die Bedingungen fiir die Existenz 
des den Gleiclmngen ( 1 .), ( 2 .), (3.) voriger Nummer gemeinsamen Fundamental- 
systems nach den Vorschriften am Schlusse der vorigen Nummer ge- 

trennt zu behandeln, wahrend von Herrn Horn in seine Eegularitatsbedingungen 
theilweise jene Existenzbedingungcn mit aufgenommen worden sind. 

Ist von x unabhangig, so ist das Verhalten von z in der Um- 

gebung von = (i von den Coefficienten der Gleichung ( 4 a.) No. 7 fest- 


') A. a. U, Habilitationssclirift. 




Variabeln J<, y, welche Substitutioncn der Form 


/ au + h a'u + 

\ cii + d' ci' + d'j 

ziilassen und uberdics so beschaffen sind, dass einera Wcrthenpaaro (x,?/) nnr 
cine endlicbe Anzahl von incongruenten Wertheii («, !•) entsj>richt, dutch 
die Umkehrung von Quotienten der Ldsuiigen eines Systems von partiellen 
Difierentialgleichungen der Form (1.) und (2.) mit algebraischen Coefticicnten 
crhalten werden konnen. 


18* 



HO folgt; 
C'.i 


n’: 

fu-' 


6"r 7 

■ + f'n + <8 > T ^ a "• 
’ cijt vij * d.<: ox 


Kliminireu wir zwisclien (I.), (h.) iincl (0.) so erhalten wir 


filr r di».‘ DitfVreutialglcichiing viertor Ordnung nach der Variabcln (C: 

(a.) 


6*r o':: d^:: d: _ ^ 

y;. + 7'. 7y + + 2h y: +P,^ - 0. 


KliminiiTii nir -gl-]- zwischen (l.) and (S.), so lolgt: 


ox , , dz , 6^^ , . d^z 

f^// ^ cx “ dx^ dx^ 


Die ('(lefticieuttni der (ileicdiungen («.) mid (/J.) setzen sich aiis den Co- 
efticieiiteu <Ier Gleiclunigen (1.) uiid (2.) und aus ihren Ableitungen rational 
zusammen. 

Deninaeh fallen die Gloiohungen (1.) und (2.) in die Kategorie der in 
Xo. ft discutirten Systeine (S). Die Gleichungen («.) und (/?.) sind besondere 
Falle der Gleichungen (Al) und (Bl). 

'N'on den Ausnalnnefiillen heben ivir bier nur den Fall Fervor, dass; 

(10.) 1 —na, = 0, 


176 ] ivelcher eiitweder auf das System (1.), (2.), (3.) No. 7 zuriickfuhrt oder, 
wenn ivir ; 


d‘x 

6 A 


dz , 


f;x^ 

dxdy 

OX 

C -r- dz 

^11 

= P, 

6A- 

a A' 

, dz 

dz 

= Q 

eif 

dxd\j 

^ ^dx 



setzen, erforderlicb macht, dass identisch fiir jede Function s von a;, y 

0 


6P dO 

-1- a -r— 

otj ox 


sei. 


N'ach einem vun Herm Picard*) in besonderen Fallen angegebenen Ver- 
fahreu lasst sich zeigen, dass die eiudeutigen Functionen x und y zweier 


’) LiorviLLK, Journal, scr. IV, T. 1 (1635), n. 112-113. 



LX. 


tJBER DIE RELATIONEN, WELCHE DIE ZWISCIIEX JK ZWEl SLXGU- 
LAllEN PUNKTEN ERSTllECKTEX INTIiGRAI.E DER EUSENGEN 
LIKEARER DIEFEREXTL^LGLEIC'HUXGEX MIT DEN CGEFFICIEXTEX 
DER FUNDAMENTALSURSTITUTIONEN DER GRUPPE DERSErE.EN 

VERBIXDEX. 


(SitzuDgsberichte der Kbnigl. preu.ssischen Akadomie dor Wi^senschaften zu Berlin, 1S02, 
LIV, S. 1113—1128; vorgelegt am 22. Deoember 1892; au.'^gegeben am 12. danuar 1893.) 


Die folgende Notiz uimmt aiif meiue Arbeit ini 7 b. Bande de.s Cukllk- [1113 
schen Journals S. 177 ft*. Bezug, welclie deu Titel fiilirt: iitdjer llelationen, 
welche fiir die zwisohen je zwei singuliireii Punk ten erstreckten Integi’ale der 
Jjosimgen linearer Differentialgleichungen stattfinden«*). In dieser Xotiz soil 
auf die Rolle hingewiesen werden, welche die Coefticientcn der Fundamental- 
substitution en der Losungen der DiiTerentialgleichung in jenen Relationen 
spielen. Zu diesem Ende ist nur eitie etwas veriinderte vSchreibweise der 
rechten Seite der in der citirten Arbeit mit (S.) bezeichiieten Gleichung 
erforderlich. Durch diese Schreibweise tritt der Umstand besonders licrvor, 
dass die rechte Seite der Gleichung (S.) lediglich von den Coefficienten der 
Fundamentalsubstitutionen der Gruppe der DifFerentialgleichung ahhangt. 
Dieser Umstand aber bringt es mit sich, dass die Relationen (S.) und (T.) 
einen invarianten Charakter haben, in dem Sinne, dass sie fiir die ge.sammte 
Klasse von DifFerentialgleichungeii, zu welcher eine vorgelegte Differential- 
gleichung gehort, die gleiche Form beibehalten. Diese Invarianz macht es 
mdglich, gewisse beschrankende Voraussetziingen, welche in der ohen citirten 
Arbeit iiber die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen ge- 


J) Abh. XYI, S. 415, Band I dieser Ansgaba. R. F. 



ANMERKUNGEN. 


1) Andcrun^crs gcprcii das Drigina!. 

En wurde gosftzfc: ^ ^ 

S. 1-2;), Gleiihung {II.) statt 

„ 1,j 5, ZeilL* ii V. 11 . wurde »niit« vor 'i>i hinzugefugt, 

^ 2 V. ii. wurde »gemeinscliaftliche Losungen besitzt« hinzugefiigt, 

„ l.Ui, E! wurdo s.seiiK liinzugefugt> 

IS!», r, 4 V. u. »ontsi>rirht< statt 3>cntsprechen«. 

Vi) 7m (Uekhung (B.) S. liir» ?ci bomerkt; Dass Aj^y cindcutigc Functioucn von x sind, folgt aus No, 2. 
r»ie Thatsache alier, dass dieso (ird.sscn aurh eindcutige Functionen von ...,Xq_^ sind, bedarf 

Kodi des licweke.s. Man vergleiche dazu: 

L, Sriiii-'iNOKii, Sit/ungsbericbtc der Kunigl. prcuss. Akad. der Wiss. 1902, S. 288; Journal f. d. r. 
u. a, Mathematik, Bd. 124, S. Hll, 312. 

B. Beilage ziun Trogramm des Bismarck-Gymnasiums Dt. Wilmersdorf, Ostern 1902, No. V, 


S. 13 ff. 

L. ScuLEsiNGKR, Joumal f. d. r, u. a. Mathematik, Bd. 129, S. 294, No. II, Gl. (G.), R. F. 


I 



uucii uei ucr uieicnung cue arzein (lor zu ge- 

liorigcn cleterminirenden Puiulamontalgleicl-mngcn die gleirdie Eigonsc-liaft. 

Setzeu ■wir [1115 


und bezeichneii mit diejenige Function voti «, welclie uus A.^ dutch Ver- 

tauscliung von x mit « hervorgeht, sowie mit P. den Aiisdruck —so 
hat tier in Abh. S. 178 *) eingefiihrte Werth U die Form 


( 3 .) 


U == _ P + 


dl\ d'F, d’‘**) 

dx dx' ” dx‘" 


Es sei ) V/,., ..., 7]^^ das zu x = go gehdrige Fundamentalsystern von Jn- 
tegralen der Glcichung (B.)i • •-i entsprechende Fundamental- 

system von Integralen der Gleichrrng ((!.), und zwar derart, class 7;.^ , ^ 
jungirte Integrale clarstellen. 

Ferner bedeute Tj,„, ..das zum singuliiren Pimkte gehdrigc' 
Fundamentalsystern von Integralen der Gleichung ( 15 .), 


^lu 5 ’-li 5 J 

das zu demselben singuliireu Funkte gehdrige Fundamentalsystern von In¬ 
tegralen der Gleichung (C.), derart, class cvieder acljungirte Elemente 

sincl. Wir sctzen, wie in Abh. S. HH) '); 


( 4 -) 


so ergiebt sich =*'**): 
( 5 .) 

( 6 .) 


■'') Sielie Abli. S. ISO'). 
Abh. S. 170 »). 

***) Cf. Abh. S. 194-1935). 


T —- Jj Y 

NCI — 


r V r ^ 

'*CI jLJiC ’'dc '’Gt ? 


HihiCbi = 0, 

i 

II 

Si ^ J 




1 ) 8. 419, Band I dieser Ausg^abe. K. F. 
'i) Eluinda S. 417. B. F. 

3) Ebenda S.417. K. b\ 

4) Ebenda S. 430. R. F. 

5) Ebenda S. 434*-435. R. F. 


jnurht uordfu sind, aufxuheben. mdein wir dieses iii gegem\ainj^ei inouz 
, hiihf*Ti wir, uiii (’oniplieutioiien in tier Daistcllung zii veimeiden, 
hier iiocli vorau^icesetzt, class die Difterenzen zweier jener ^Vuizeln, wenn sie 
niclit siunnitlich gan/zalilig sind, aber ziiiii Auftvetcn von IjOgaiithinen keiue 
\ t‘raula>sung gebeu. nieht zuni gunzzulilig sein sollen, iind belialten 

iu4| uns vur, an ancienrr Stelle diesen Piinkt einer besonderen Erdrterung zu 
uutorwerfen. Kljcmso habcii wir die Anweiulungen, welcher die Eelationen 
(S.) and (!',) fiihig sind, fiir eine andeve Gelcgenheit anfsparen mussen. 

1 . 

Wir beljalten bier, init einigen imwesentlichen Abanderungen, die Be- 
zeiebnangen der Abbandlung in 15d. TG des CaELLESchen Journals, S. 177 213^), 

dit‘ wir im Folgenden mit dem Zeicheii Abh. citiren woollen, bei. 

Ks sei hiernuch 

Fix) = {x-a,)[x-a^).,,{x-a,){x-h,){x-\) 

(B.) == 0, 

0 

wo FJ^j) eine ganze rationale Function x‘“ Grades von x bedeutet, und wo 

(1.) t = p + 3 

gesetzt ist. 

"Wir habeii mit diejenigen singularen Punkte bezeiebnet, in 

welchen sich die Integrale so verzweigen, dass nicht ihre Quotienten sammt- 
lich ungeiindert bleiben, mit diejenigen, bei deren Umkreisung 

sammtliche Integral-Quotienten ungeandert bleiben. 

Die zu Gleichung (B.) adjungirte Differentialgleichung: 

(C.) = 0 

bringeu wir ebenfalls in die Form; 

0 

eine ganze rationale Function Grades von x. 

ir setzen vorlaudg nocli wie in Abh. voraus, dass die Wnrzeln der 
gchorigen determinirenden Fundanientalgleichungen in ihren 
realen I'heilon negativ und grosser als die negative Einheit sind. Dann 

*; AbJi X\I, 8, 4Ut—455, Ba.Dd I iUe» 0 r Aasg-abe. K. F. 


sct'zcn, und nunmelir um Lomphcationen zu vermeiden, zu deii oLen iiber die 
Wurzeln der zii gelidrigen detcrminirendeu Fundiimentalglpudamgcn 

gemacliten Voraussetzimgen noch die liinzufligen, dass niclit die Differeuz 
z'wcier ciner ganzen Zahl glcicli i.st. 

Alsdann ergiebt sich*), dass die Yerluiltnisse der Coefricieiiten der .Sid)- 
stitution jB"‘, folglicli auch die Yerliiiltnisse der Coeflieienten sieii rational 
diirch die Grdssen und vollstiindig bestiniiuen lassen. 

Aus den Gleichungen (a.) und (0.) folgt 


( 11 .) 

wo A die Determinante 

( 12 .) 

und 

( 13 .) 



I "in 


A = 



A,; 


6A 

^K: 


[ni7 


Wir setzeu (l 1.) in Gieiclmng (S.) ein und erhalten 


(S'.) 

wo 

(14.) 


j dxj ■ darvi,,5,, = (-l)-2^iS,y-^, [j; 


1 , 2 ,.. 

1 / 2 ,.. 


, «' 


h.„. 7?„ 


Die Grossen sind nur von den Yerhilltnissen der Gro.ssen ..., 

abliaiigig. FiS ergiebt sicli also: 

Die Grdssen sind wohlbestimmte rationale Fuaictioncn 

a 

der Grdssen A,, ..., und (j.^^ sie sind daher lediglich durch die 

auf beziigliche Fundamentalsubstitutioii bestimmt. 

Die Gleichungen (S'.) repriisentiren hiernach Gleichungen 
fiir die Co efficienten der zu gehorigen Fundamental- 

substitution des Fundameutalsystemes 


^12 J • • • 5 

Sielie inciue Arbeit in Guelles Journal, Iltl. (ib, S. 133, ^voscllist g^|c niit und die Horizontal 
reihen von t3’piscli mit x^cc^, bezeichnet sind\). 


’) Abli. VI, S. 172—173, Band I diosor Aosgabe. R. F. 
Fuclis, matliom. Werke. ni. 
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Wrlili iuKT nir \v imviiiiicnuu i m - ---- 

Wri>c wk- ill Abli. s. i;t:kj (ileiflnmg (S.) und 8. lOn-") Gleichiing (3.) dis- 
puuirt wird. 

Sind z-^, .... die Wurzeln der zu gehdrigen determinirenden 
FunduiiiffituliilcichuTig fiir (ileizdiiing (B.), ho fanden iiii in Abli. S. 206 ): 


iS.) 

I fly 1 ihd T,,^ 

:S; = (-ir^ia^v,. 
1 

siu7:>-„ ’ 









If jt*] (T.j 

/ J 

s 

II 

0 

(■/.= 1,2.. 


(ly 



Obi "... '0" 

Grossen 

verschieden). 


111 dio':i‘n Ausdriicken bedeutet 3 , diejenige Junction von a, welche aus 
durch ^'crtauscliung von x mit « liervorgelit. 

Ke/eiclmeii ivir die Substitution 


die Substitution 

ip.) 


'llJ ’ • ' 

1 

mit jB, 

'nlJ • ' • 

, KJ 


0 , . 

,.., 0 ' 


. • 

.., 0 

mit L 

, 0, , 




^ 1 

ui\d eudlick die Substitution, welche das FuTLdamentalsystem 

*^111 ^12 J * • * > 

durch einen Umlauf urn erleidet, mit so ist; 


(9.) 

Wir wollen 

( 10 .) 


A = BLB-\ 




/PlU * 

• • . \ 

V.'/m, • 

'M /7„n/ 


J.! S. Basd I dieaer Atiagab^. R. F» 
'■ij EbcJi-ia S. 43j. R. F. 

Efcenda S. 447. K. F. 





u ir konneu zunilclist clurch eine Substituti<iu der Fcniii 


(4.) ?/ =rr — 

wo (lie Grdssen Null odor positive gauze Ziihlen sind, aus (K) 

cine Ditferentialgleichung in ic herstelLeii von dor } 5 esc:liaiteuheit, du'^s die 
Wnrzxdn der zu ..u geliovigen deterininirenden Fnnddineutulgleiclmugeu 

in iliren realcn Theilen ])Ositiv siiuL AVir setzen demnacli v^u^ius. duss schon 
die Gleichung (l.) dieses Eigensoluift liabc. 

Sci nunmelir — \ die lidchste gauze Zahl, welche in den realen Tlieilen 
der Wurzeln der zu a„ geliorigcn detenninireudeii Fundainentalgleichunueu 

a o o o 

enthalten ist, alsdann werdc 

\ It'* ' ' 0^0 / • I 

(o.) Il{^;) = (X —rfj) — ' 

gesetzt. 

Sei ferner 

((b) '!/ (./’) =: {j: — ) (./’ — ) ‘' • ('^ — 

iind 

(-•) . 

WO j(.(.') nocli naher zu Viestimmciule yanze rationale Func- 

tionen bedouten. 

Wir wollen alsdann in Gleichung (-2.) fur die durch die (jleichung 

( 7 .) bestimmten rationalen Fuuctionen setzen. 

Eczeiclmcn wir init i\, ..., r^ die Wurzeln der zu einem Punkte a ge- 

hdrigeu deterininirenden Fundamentalgleicluing, wo a aus der Reilie 
entnorainen ist, iind mit i/.j, bezuglich zugehdrige Fundamontal- 

system von Intcgralen der Gleichung (1.). Sei ferner )\ diejenige der [1119 
Grdssen -i ?‘„) f^eren realer Theil die lidchste gauze 7 .ahl m — 1 (die 

oben dem Punkte a ziigeordnet worden) enthiilt. Wird von Null ver- 

schieden angenommen, so gelidrt welches aus (2.) durch die Substitution 
y = erhalten wird, zu einem Exponenten, desseii realer Theil zwischen 
Null und der negativen Einheit gelegen ist. Mdge der reale Theil von 
die grdsste ganze Zahl m — enthalten {p^ eine positive ganze Zahl oder 

Null) und sei 

(8.) i/„ = Co (a; - + c, (:r - a)' ^ ^ + • • •, 

in* 



' 1 . 


H»;triu;hti:n wir Turntnelir eiiif,* lineare Differentialgleicliung 

(1.) = 0, 

•leren ('oefridtmten giinze rationale Functionen von a;, und deren Integrale 
iiherall hestimmte Wevtbe liaben. Wir wollen fiir dieselbe die einschrankenden 
Voran.sef/ungen, welehe wir in Abh. S. 1 S 3 - 1 S 4 ‘) liber die Wurzeln der 
(leterniiniri'udeu bundanientalglcichiingcn gcmacbt haben, fallen lassen, und 
vorliuitig, nm C'oin}dicationen zu vermeiden, nur Folgendes festsetzen: Die 
singiililnu Tunkte seien so beschatfen, dass die sammtlichen 

Ditfereuzeu der Al’urzeln der ilmen zugebdrigen determinirenden Fundamental- 
tjleicUuugeu gauze Zalilen sind, oline dass sie zum Auftreten von Logarithmen 
in ihrer {'ingebuiig I'eranlassung geben. Dagegen seien rt,, a,, a, singulare 
Punkte. in wekhen sieh silmintliche Integrale verzweigen, und fiir welche 
nicht die Ditferenzen zweier AVurzeln einer determinirenden Fundamental- 
gleichung gunze Zahlen sind. 

1st nun 

I •2.) n = F, n + l\y'+--- + y"””, 

ni8j wo P, P,, .... J‘„_, rationale Functionen von x bedeuten, so geniigt u 
finer linearon Ditferentialgleicbung Ordnung 

I a.) + + + = 0 

derselben Klasse niit (I.), wclclic ebenfalls die singularen Punkte 

• • -1 K 

be.sitzt, und deren Integrale denselben Fundamentalsubstitutionen 
zugeboren, welcben die Integrale von (1.) unterworfen sind. 

^Vir wollen jetzt zeigen, dass wir die rationalen Functionen 
i’^ Pj, ..., P,__, so wahlen kbnnen, dass die Gleichung ( 3 .) iiber- 
huupt dieselben singularen Punkte wie (1.) besitzt, und dass die 
realeu Theile der Wurzeln der auf a^, ..beziigliclien de- 
terniiuirenden Fundamentalgleichungen zwischen Null und der 
negativen Fanheit entbalten sind. 

1) S. 42:?, Baiad I (3ie8«r Atssgabe. R. F. 



woriii willkihiich(* Grossen, positive ^nrm^ Zahleii luMlrnteii. Xacli 
(Iciii Zusumnienliange, welcher aus der Theorie der Zerlegung eiiier ratioualeii 
Function in Partialbriiche zwischen deii (irassen und den W’ertheu y " (<^1 
sicli ergiebt, folgt daher, dass auch A = n, i, ../,; 6 u, —t; 

a = I, 2, o willkurlicli vorgesclirieben werden dilrfeu. 1st dalier A ~ 
mindestcns so gi*oss als dev hdcliste Index A dev ini Gleiehiingssysteni (o.) fiir 
a = {(^ aiiftvetenden Grdsseuso ergiebt sick dciunach, dass wiv stets 
)i ganze rationale Funetioueu i 

scliaffenheit angebeii kouneiij dass z^ (n,) den (j\,-rjr,, 'r——0 
Gleicliungeu geniigt, die sick ans lO.) fiir a., ,.evgeben, 

Avenn fiir den singuliiren Puiikt dieselbe liedentniig liat wie 
oben allgemcin j/., fiir den singuliiren Punkt a. 

Ua die AVurzelu der /u (f gelibritcen deternunireiideii Fuiulaiuental” 
gleichungcn sicli niclit iim gauze Zalileri untersclicidcu, iiiiii da ilie liulieren Ab- 
leitungeu iiicht irn (ileicliungssystL'iii (K.) (fiir u = a,,..., a) 

auftreton, ebonfalls willkurlicli iviihlliav bleibeu, so ergiebt sicdi, dass duller 
'fiC')) • • •) r.-iC') so gewillilt wcrdeii kdnneii, dass in x,^ (dem Ke- 

sultat der Substitution voii i/^.^ fiir // in 2.) niclit lu’lliere kotenzen von 
■x — u^ verse]nvinden, als es die Gleichungen (0.) erfordern, so dass die realen 
Theile der Wiirzeln der .siunnitlichen zu gelicirigen detenninirenden 

Fundanicntalgleiclmngen bei der Gleichung (:i.) zwischen A’lill und der nega- 
tiven Einheit liegen. 

Hiermit ist das am Eingauge dicser IS'ummer ausgesprocliene Theorem 
bewiesen. 

Fiir den Fall, dass bei Gleichung (l.) imter den Wurzeln der zu ge- 
horigen determinirenden Fundamentalgleichung eine solche sich beiindet, deren 
realer Theil gafizzahlig, also uiiter den Wurzeln der entsiireclienden Fundu- 
mentalgleicliung bei ( 3 .) eine solche, deren realer Theil Xull, wenden wir 
auf Gleichung ( 3 .) die Substitution 

(11.) n =z (n —rt,)^‘(.(; —(a’ —a„)ka; 

an, wo eine reale positive zwischen Xull und Ein.s gelegene Grosse be- 
deutet, von der Beschaffenlieit, dass Gu“^a ^^och immer [1121 

zwischen Xull und der negativen Einheit gelegene reale Theile haben, wiibrend 



>0 w*4I(.'n wir 'f,, cinnciueii, 

1 - 1 


O'.) 


^ ^'f.-'r 1 i! '‘ (A'+"211 ^ ■ 

+ >•,, ('•<! -1) • • -.(^.i - '(A + ;i -1)!“ **" ('■f'’‘->'5'’‘'‘)] 

'■ •.;. _! 1]'■ ■‘' aV '■ ^ '*' (A+iyr ■*■ ■ ■ ■ 


+ 


+ (fa + 1 ) >'a • • • ('‘‘1 — » + 3 ) _j_ jj _ 2 ) ! ^ ^ 

fj'..(") + ■■]'!' 'j') + ('■» + ''•) (''»+ ~ 21 'K) + "- 

4-(j-jHh A) (/'j-r A — 1)... (r, + A — )i + 2) ^yj-D„ ('-Pii-i't^ ) = 0 

(a -li,;.--= n. 1, i!,..., ; B\[(ff) 


iV'fi-e) 

dxP 


J 


Wt-nii ill (liesen Gleichuugen successive n = 2 ,:!,...,« gesetzt ivird, so erhalten 
vvir fiir A = o i/-l (ileichungen fiir die Unbekaiinten cp^(«), ..., 

Ebenso erlnilteii wir fiir A = i n-[ Gleichungen fiir die Unbekannten 
'ffrt),...,•••>ebenso fiir A =-2 ?i-l Glei- 
dimigeii fiir die riibekamiten cp («), ..., ip„_,(a); ip'(«), cp'(ft), ..., cp'_,(a)-, 

'G («)) ••M '"■• 

Deuken wir nns die Grdssen )\, ..., so geordnet, dass 


Pa^Pa^-'-^P 


'nJ 


so liefem die Gleichungen (it.) demnach fiir die Unbekannten 




(A — e, ij ... j 2h 


im Ganzen fileichungen. Da die Anzahl der Unbekannten gleicli 

p^n ist, so sind die Gleichungen iininer erfiillbar. 

Dieselbc Schlussweisc bleibt fiir jeden der singularen Punkte a.^ ghltig. 
ii2o] Sei 


( 10 .) 




wo 


I' ^a+1 A'®,’ 

V z= Y Y,__ 




]Man erkennt, class diese Ausdriicke den (ileiduui^a'u 


(3.) 

J-:::-! 



(4.) 


r74*'4-- 

■. + H.- 


-■•4 


2 T, t V.^ 


geiiiigen, wo M.^ den Factor hedeutet, init welchein bid eiueia nur urn die 
Puiikte vollzogeneii Uiiilauf inuUiplicirt wird, und die Grdsseri [1122 

1 V... ^anze Zahlcn oder Null bezeiclmen. Die Ansdriicke J.; , 11 bedeiiten 
in den Gleicliungen (:>.) und (4.) bez. die 1 nteg-rak- 


J j 


fi.r 


erstreckt langs des vou iibcr fiihrendcii Sdniittes, iiud zwar 

auf denijenigen Ufer desselberi, welches deni Ufer gegeniibevliegt, kings dessen 
die Integrale fiir g = 1, ^ —1 vollzogeu sind. 

Setzen wir in Gleicluing (B.) // == nuiltii>licireu diestdbe mit und 
integriren zwischen den Greuzeu so erhalteu wii* mit lliu^ksicht darauf, 

dass die realen Theile der Wnrzeln der zu , ..., gebbrigen detenni- 

nirenden Fimdainentalgleicliungen zwisclien Xull nnd der negativen Einlieit 
gelegen sind, durcli wiederliolte Anwendimg der tlieilweisen Integration 




/ = 'k 


Ebenso ergiebt die Integi'ation von (C.), nachdem vir ^ gesetzt und rait 
A’" multijclicirt Jiaben, 

[x^l^.^dx = 0 . 

Die Grdssen und sind, wie aus No. I hervorgelit, ganze rationale 

Fimctionen von x voni Grade ?<(” —l)T-a. 

Wird successive a = o, I, 2, ... in (5.) und (li.) gesetzt, so ergiebt 
sich das Resultat; Sammtliche Grdssen .7."'' lassen sich durch 

iCu 

riii\ j(u\ T fu 

"xo J "y.i » * • * ? "X,afr-D-i' 

nnd samintliche Grossen durcli 

Ad 

??■<“> //"■’ if"*' 

linear und homogen darstellen. 



s. (lir AuU 1st, tails sicii iiiuer aeii 

iiirt-udfii iMindumtutalgloiclumg bei {‘^■) nicht eine solclie befindet, cleren 
r(.‘al<-r Tlieil Xvill*). 

S.‘i wiedcruni (lit- I’uiubuiientakubstitution der Integrale der Gleichung 
(I.), wolfbt' doiu I’nilaufo nm antspricht 



so ist dieses aucli die Fundameiitulsubstitution der Integrale der Gleichung 
(:{.), nelelie deiiiselbeii L’inkuf ents])rioht, wiibrend die Integrale der Gleichung 
in ir (die uus :i. dnrch die Substitution (11.) hervorgeht) fiir denselben Uni- 
luuf <ier Substitution 



uuterliegeri, wo j — #' “V+i** ^ 

E.S siud aber uiif Gleichung (3.) oder die Differentialgleichung 
fiir tr die Relationen (S.), (S'.) iind (T.) unmittelbar anwendbar, aus 
wtdehen sieh alsdunii die Bexiehiingen fiir die Substitiitionscoeffi- 
cienteu bei Gleichung (l.) ergeben. 


Die Gleiclmngeu (S'.) und (T.) reprasentiren llelationen zwiscbeii den 
(befticienten der Fundameritalsiibstitutionen der Integrale * * -? 

den bestinunten Integralcn der Form 

X^r,,dx, 

«U 

(2.) 

Siehe Abb. S. 206 


*) S. 449, Bajail diei?6r AnsgaW. E. F. 




und (vS'.) und (T.) nehmen die Form an 


( 8 ,) 

(UO 


I ih: I == 

I <?.t: j daUr^}, r= Oj 


sin 


wo 5 aus C durch Vertauscliuii^ von x mit a heivorgeht. 

Betrachten wir den besunderen Fall, d:iss die (jleicliung (!.) mit Hirer 
adjungirten iibereinstininit. Hierzu ist uothweiidig iind lunreicliend, dass 

( 10 .) 


Es fallen alsdaiin die Pnnkte "eg, und es wird 


[«I24 


«, = a, = 


Die Gleichungen (1.) niul ('2.) werderi: 


(la.) 


F\ 

(■').'/'+ .V 

(2a.) 



(.r)~' + -i 

Ferner ist 




( 4 a.) 


1 


r^ — 



( 5 a.) 

r — 

1 


( 7 a.) 

u ^ 

1 \F'[x)-F' 

2 L 

x — a 

(8a.) 


/ dx 

/ da 





( 9 a.) 

4^ 

1 dx 

' n ‘ 

1 da 

' n 


(1 


X — K 


= ~i. 


u 






’(«) 




Die Gleichungen (8a.), ( 9 a.) sind unter Beriicksichtigung der abweichenden Be- 
zeichnungsweise vollkommen iibereinstimniend mit den von Herrn Weierstuass =*“) 


*) Programm des Braiinsbergcr Gymnasiums, August 1340, No. 1, Glgn. (4.) und (3.)V). 


1) Mathematische Worke von Karl Weierstrass, Bd. I (1S94)» S. 114 und 117. R. F. 
Fuchs, inathem. Werke. IH. 
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(V., lair <Vu (rin.vvu a = O, l, 2 , ..., «("-0-l den Para- 

lurtcru del- JJit}'fri-iitiali 2 l( ii-liung (15.) alyebrai'Jch verbvindcn sind. Zwisehen 
lifu -I./.. IIj, besteheii iilierdics die (jleiclmngen (2.) und (4.) voriget 

Xniiinu-r, (k-veu Au/ulil gleudi 2//‘(':~l) (iiumlicdi fiir a = o, 1, 2, ..?z!x —J; —1, 

z =;r i,:>,_;i), iiiid die iiti AIlgemeiiKai 2?/'p(() —2) Gleiclmngen reprascntirende 

(lUiclnuit;' ('I’.). 

nj;] Ind« i!i vir ims voibehalteu, anf diese Kelationen, ihre Eeduction und 
ihre Ana-eiiduiigeii iai anderer Gelegcnheit nilber einzugehen, beschranken 
wir uiis iiier darauf; noth die Reclmungen fiir it — 1 und n — 2 auszufiihren. 
]'.' >ei 

1 . « 1 . 

fl.) I//], = F(:i:);i'+ = 0, 

k-i, - [- + F’{x)], - P(a-) s' = 0. 

Sfi 

J, J. JL. ' J 

F{j'\ ;c —«, ' ' x — a^, ' x — b, ' x — b^’ 


wo die I'ealen 'I'heile von u^, positiv und kleiner als Eins, und 

gauze Zalilen bedeuten. Dann i.st 


( 4 .) 

r^ = f.r~aj 

.(x-uj (x-b,r^‘... 


(. 5 .) 


.(x-afv-\x-b,f~\.. 

.{x-b,t^-\ 

Bezeicbnen 

wir mif- v;^^, C„ das 

zu geborige Integi-al bez. der Gleicbungen 


(1.) und (2.), so ist 


(«.) 




r — r 

'»U J 


imd es w’ird nach eiiiem Umlaufe von x um tj und C bez. in r^e 

und Ce iibergelien. Auf der rechten Seite der Gleichung (S.) haben 

li uud c den Wertb Eins. 

Es wird ferner 


(>■) 




X — CC 


• + 


dx 


x — a 


Die Gleichungen (S'.) werdon dalier, wenn wir 


(18.) 

setzen: 


(19.) 


(lx J <icdfr,.^ii = l\i 


1 \, = 


P., = 


Sei z. B. 

( 20 .) 

Wir setzeii 


— ^Tl 

p ===: .„ 


[ 2 /]. = +fj'-(« + /^ + l)7’/'-/3«2/ == 


(21.) 1-y = p., y-u-fi = (?„ C'.-^ = 0„ 

also 

(22.) y = 1-p,, a = 7 (1 - Po-Pi + Pj) ft = t( 1-Po-Pi-Ps)- 

Siibstituiren wir 

(23.) y = + + 

so geht (20.) iiber in 

(20a.) F{xY «'«-i- 2 F(x) F'{x) a' + « = 0, 


[1126 


*) Bei dicser Gelegenlieit moge eiu Rochcnfehler aiigemerkt werden, der sich in ilom Beispiele Ablu 
S. 211') eingesclilichen bat. Aiis den dortigcn Glciclmngen (15.) ergebeu sich nielit die Gleicliungen (10.) 
bis (16a.), da bei der dortigen Bestimmung von Ca (^- 210 ) und Cui, ^(.2 (^* 211) 


und 


[^^2 » -52 ] ~ [*^'l > Cl ] 


(cf. Abb. S. 192—194’^;) sein muss, und demgcmiiss aus der t'tir dieses Beispiel biernacb abzududemdea 
Gl. (J.) sich nur bj, 63 # — ^12 6.^1 = 1 ergiel)t^). 


1) S. 4u3» Band I dioser Ausgabe. Tk. F, 
a; Ebenda S. 431—434. K. F. 

3) Vgl. dio Anmerlcung 2), S. 456, Band I Jiesar An.sgabe. B. F. 
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fur du‘ Ponodicitiitsmoauhi der hyjierelhptischeii intcgrale aiugesteiiten lie 
latioiitii, wit; icli sdion in Abb. S. 177 ') angemerkt babe. 

n. n = 2. 

In diesL'in b’alle ist 

(11.) [f/|. =. !>)*;/= 0. 

( 12 .) r = - 


f ,.!'i 7 L~ iiLi! 

(1 

r _ 

\F,_lx)Fix)-FU‘^)F(u)^ 

[ X — u 

(lx 

a; — « 


it 

dx^ 


X — a 


in Bi'zug auf jedo der Variablen x und « voin (*2 t — 3 )*'° Grade. 
U2s] Aus Xo. 1 Gleicbung (l l.) folgt 


(13.) 


iiiij _ 

-.’ij 

KK 

,|tin _ 


xvr =1 

^^11 ^"^I'l 

A ■’ 

A 7 ' = 

-A 7 -, 

A,- = 

A ’ 

A'**’ =1:2 

-AT\ 

|CJ2J _ 

{fii) 

^‘*2 ) 

Af-’ = 

A-">, 


(14.) 

Daher ist 


(15.) 




,( 111 ) _ '^■2 (( 11 ) _ *^1 ffll 

\-a 7 ’ 


== - a;*" = 






A"‘ 


, ^121) __ 




Bei dieser Rechnung ist zu beriicksicbtigen, dass X^^ X^ der Gleicliung 

(1®>) A* —(^iji + ^jj) A + iljA, = 0 

genugen, und dass 

9\\9ii ffiiSii AjAj*). 


*) Vergl. meine Arbeit in Ckelles Journal. Bd. GG, S. 133®). 


S.-115 end 416, Bajid I diaser Ausgabe. R. P. 
a) Abh, VI, 8. 172, Baad I dieser Ansgabe. R. F, 



bez. (lie zu a; = o uml x = l gehurige Fundamentalsubstitutiun von 7;^, ■><) 
t-rgeberi die Gleichungen (lit.), weun wir 


(30.) 

(31.) 


und 


(32.) 


.setzen; 


(33.) 


( 31 .) 






= 1 


x: 1 


f\h: = P.,'/ 




ji-: ■. 



1 ) 

j^Mt) 

— 



po) 




pfJ) 
J- .^2 



1 } 

J)H) 

ll 



1 ) 

p;” 




pG) 

•^81 


“I'ySii’. 


p'l) 

22 



1 ). 


[1128 


1x1 den x^LUsdriicken (30.) und (31.) bedeuteii t),, l), Fuuctionen von «, die axis 
Tjjj durch Vertauscluing von ./* mit a hervorgelien. 

Nacli dcm Obigen sind die linkcn Seiten der Gleichungen (33.) und (34.) 
homogene Functionen zweiten Grades der Grosscn: 




(24.) = x(iC~l), 

setzen. 

Die Wurzehi der (letcriniiiirenden I'undamentalgleichung bei (20a.) sind 
tiir = 0 : = s'(9o'i*^)> ^03 3 (^^0 ^)j 

j; = 1 : ?•,, == - ■:(p, + l), >-.3 = 

X = I > V 2 Po? ^ x3 V 3 ^^0* 

Set/en wir vi^raus, dass positive Grossen sind, kleiner als Eins, 

so lie^en r ., zwischeii o nnd —1, dagegen ^’^2 '-‘^'^vischen 1 und 2. 

In unserem Bt*is])iele ist 

t’ - :[17-p“-hpI-pn”!(l-(>D(^ + 4 

1127] Dio 7 Ai (2<»tL) adjungirte Diffeientialgleichung lautet 

dieselbe ist also niit (20a.) identiscli« 

Es ist demiiach 

{2 ( ) L — y ^ . - y 

y ’iii '*2 *il) 

wo Tfj,, Yjj bez. 'j. Cj das zu :r = .x> ziigehdrige Fundamentalsystem von In- 
tegralen der Gleicluing (20.) bez. (20.) bcdeuten, und es ist 

(28.) ! ’ 

i TTW _ J'U) 

Die Gleicluing (5.) Xo. 3 lautet in unserera Beispiele: 

(29.) J '‘"'[a{a~l){x~lf+2(x-l){2x-l)a + A,]x^ri.,dx = 0. 

Demnach ist in unsexem Falle folglich nacb Gl. (28.) auch 
Hj'i, linear dutch ausdriickbar, wie es nach No. 3 erforderlicb ist. 

Bezeichnen wir ruit 




LXI. 


NOTE ZU DER m BANDE 83, P. 13 sqti- DIESES JOURNALS 
ENTHAl/l'ENI'IN ARBEI'I’: SUR OUET.QUES PROPRIin'ES ETC'.; 
EXTRAIT D'UNE T.ETTRE ADRKSSEE A ISl. HERMJ'l'IOj. 

(Journal fiir die reine and angewundto j\Iatliematilc, IkL 11-. S. lot) — 104.) 


Die folgende Notr/ enthiilt einige Ausfiilirungen der in nieineni un [156 
Herni Her.mite gericliteton Briefe (d. J., Bd. S!*i, ]>. ) skizzirteii Grund- 

lage der IModulfunction, wic ich sie in meinen Yorlesuiigen zii geben ptiege. 
Zur jVIittheilung derselbcn werdc ich iiiclit imr diircli das allgcineine Interesse, 
welches gegenwartig die Theorie der Modulfunctionen gefunden, veranltisst, 
sondem auch well das von mir angewendete Yerfahreu einer A'erallgeineinerung 
fahig ist znr Entsclieidung der Frage, warm die durch Umkehrung von Quo- 
tienten von Integralen linearer DitFcreiitialgleiclumgen entstehenden Functioneu 
eindeutig werdeu. 

Die oben citirte Arbeit aus deni S3. Bande dieses Journals werde ich 
der Kiirze halber mit deni Zeichen B. citiren. 


Wie in B. sei 

^ r _ d/y _ 


und es werde 

( 2 .) 


H = 


■'■.2 


1) Abh. XXIV, S. 35 ft'., Band II dieser Ausgabe, It. F, 



Muu wurde. wit- wir nebenuei bemerkon, wenn man in me u-xeicnungen 
(•*:!.), (:!■!.) (iie bekannten Anstlriieke von vj^, vermittelst bestimmter In- 
tegrale substituirt, uus (liesen Gleichungen die Fundamentalsubstitutionen in 
der bekaiiiitcu Form durcli ErLiaiseho Integrale (Gammafunctionen) darstellen 
kdnnen. 


ANMEKKUXGEN. 


1 > A n d e r u n 2 e n g t 2 ; o n das Original. 

Es wurde irc.-otrt; 

S. 142, ( ?>.) F{xj^ statt 

Zrile 4 V, u. wiirdL‘ Iiinter j^auzc rationale Function »yM Gra(les« eiugeschoben, 

151, . lU V. u. ist »haberK liinzugcftigt, 

^ 155, „ 10 vSVir sotzen<^ statt »Sctzen wir«, 

in den Glt-iLbunireii der Fussnote 70 statt u). 

•Ji Zu (lem S. MC, Zuilft (! v. n. ff. anL'ci'eliPnon Satze ist zii tiemerkcn, dass die Gleiclmng (3.) bei dein bier 
anpowbenc.i Vt-rfahren ni,bt ia den Stellen ....b, mit der Gleicbung (1.) iibereinzustimmen braucht, 
das3 vielinclir diir.ii die ganzeii ratienalcn Functionen andere derartigo Stellen liinzutreten 

kbnnen. -0 17 




U ir wollen diese Begrenzung mit Hiilfe der Gleichung (2a.) auf die 
H-Ebene abbilden. (Siehe Eig. 2.) 

In dem Theilc (co, 1) von V gilt fur die Gleiclmng 


(^0 

wenn wir 
( 4 a.) 


^^0 = 


■A. 




HJu) + log 


setzen. (Siebe 13 . p. 24 . Gl. 3 . \.) 

Yon den mebrdeutigen Aus- 
drdcTvcii log —, log — 1) und ^ 
log2/ in den Gleicluiiigen (J.), 

(2.), ( 3 .) von 13 . p. 24 ^) kunnen 
^ willkuv- 




wiv cineu, z. B. loe: 

’ ^ ii 


- I 

Z 


lich iixiren, ^v^lhreud die beiden 
andereii alsdaim durch stetige 
Fortsetzung von in T* sick 
von selbst bestiinmen. 

Es sei duller log — liing.s 

II o 

(c!0,«, l) real gewiiliU, so sind 
A und fiir dieses Intervall - Vi 
cbenfalls real, weil (s. B. p. IG") 


Fknir e. M-Eltene. 




9 


Go 


9 

G, 




[iss 


-oo 


\h 


-CO 


v'^^, fblglich auch H^(») fiir reale Wertlie von /c real ist. 

1 


Aus der Gleichunsj: 


(5.) 


(M 

(hi 


tin 


i(u-l) 


d 4 

(s. B. p. IS Gl. ,C-/ P- ‘Jrgltibt sicli, dass Kings (-o, «, 1) stets 

positiv ist, weil nacK B. p. 10 Gl. (0.)') dieselbe Eigeiiscliaft hat. 

Wiihrcnd also u die Balm (^^o,«, 1) durchwandert, nimmt H,, fortwiihrend ab. 
Fiir u = oo ist ein positiver imeiidlicli grosser Worth, wahrend fiir 
K = 1 verschwindct (s. B. p. 23 Gleichung 


1) S. 97, Band II die.ier Ausgabe- R. P. 

2) Ebenda S. S3. R. F. 

8) Ebenda S. 9f) und S. 93 01. (D.). R. F. 
i) Ebenda S. 96. R. F. 

Fuchs, inatiicin. Werke. III. 
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Ur'.ti/X, v> ir 7.i‘rs(*nneiaeii lue rjut-nc x vaui 

»*in('ii latiji^ cler reuleri Axo von ft = u fiber u — 1 ins Unendliche gefiilirten 
Sfhititt, uiid bezi‘i(.‘hii('n die so erlinltene Jt-Ebcne mit T, sowie mit 
die in 7" giiltigen Zweige der Functioneii ■<],, wie sie in B. vermittelst 

157 j der Ditfereiitialgleicbung 


ti^r. . X 1 


welcher <^(nu\^a^U 5 duselbst (lurch die Rclationen (B.), (C.), (E,) definirt 

wttrdeii siiui. Kruiier sei 




Die Beyrenzung V der 2''-Kberie bestelit aus den beiden Ufern des Schnittes 
1, y ) und ans (diiem um ti = 0 bescliriebenen unendlich grossen Kreise 
(Sielie Fig. 1.) 


Figur 1, 


^''-Ebenc. 



Die 1 unktc der Balinen (1,/J, e) uiid C eiitspreoheii sir;h gcgen- 
seitig eindeutig. 

Fiir die Balm (l, /J, o) gilt nebeu (S.) nodi die Cirleichung 


( 9 .) 


(s. B. p. -24 GL 
iSei 
( 10 .) 


H., 


— log 

- + i ~ log I'j 


— log if = -C 


SO wil'd aiis der Gleichung (ii.): 

( 9 a.) H = — -r,r- 

^ 'I- it 

Da im reciproken \\"ortlic von naeli Gltnduiug (S.) der ('oeflLcieut von 1 
constant -sein muss, so i.st erforderlidi, dnss log ff lilngs (l,p', o) retil [ito 
gewiililt werde. Den Wertli von log if lihigs der Strecke (o. 1) erlialten 

Avii', indeni wir die.se Function liing.s eines um /> = o fiilirenden Ivreises von 
der Seite ( 1 , di •') nach der vSeite (n, ■/, l) fortsetzeu, also (logf() —'i-f, wo 
(log??) real ist. Demnacli i.st fiir die Balm (0, y, l) 


( 11 .) 
Nun ist 
( 5 b.) 


(J+ 2 i 
- 1 + iC ' 


dll T. du\i\J T.vl^n{ii — 1 )' 


(s. B. p. 20 Gl. (lO.'Fj). 

Da log?f auf der Balm (1,/ 3 , 0) real ist, so ist C ebenso wie auf 
derselben Strccke real, und es ist zwisclien o und 1 fortwiilirend negativ. 
Nach B. p. 23 Gl. (^.)®) ist fur = n — l, also nacli Gleichung ( 9 a.) 
C = 0. Ebenso folgt daraus, dass fiir ?< = 0 = —/, fur denselben 'Werth 

von w (7 = 00. Es nimmt daher C ununterbrochcn von oo bis u ab, 
wahrend u die Strecke (0, y, 1) durchliiuft. Die Gleichung (11.) lehrt daher, 
dass in der H-Ebenc einen nach der positiven >Seite der realen Axe ge- 
legenen Halbkreis 2)1 mit dem Radius um den Pimkt (o, — |) beschreibt, 


i) S. 97, Band H dieaer Ansgabe. B. F. 
n Ebenda S. 98. E. F. 

3) Ebenda S. 96. E. F. 
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Y U li 


Es clien sicli also die ir-unKte cier xiauucu 

und ( - (// in Fi<x. d) ini positiveii Thcile der realen H-Axe 


tig eindeutig. 

Filr (ifu Tlu'il (djK, I) der realen «-Axe gilt neben der Gleicbung (4.) 
aiK'li die {ihriehnng 

pi.) H„ = 

(s. 15. p. -24 (il. -2. *). 

139] Dii r;, folglich aiich JJ,(«) fur reale Werthe von « real ist (s. B. p. 16 *')), 
und da wie oben gezeigt, in dem genannten Intervalle real ist, so ergiebt 
die (jllei( liung (*»•), dass wir lungs (■2 ,«,l) den Ausdrnck log 1) real 
anueliiiu'u niiissen. Setzen wir log(u —l) Itings eines Halbkieises unr u = 1 
von der Strecke (2, «, 1) nach der Strccke (1,^, 0 ) fort, so wird in letzterer 


Streeke 


pia.i 


log('(--l) = (log(l-a))-~b 


wo (log l-«) real zu nehmen ist. 
Sei 


( 7 .) i>* - -[irAa) + (log(l-u))], 


so ist liings (I, /J, o) 

1,8.) 


H., = 


• V 


A'ach B. p. 23 Gl. (d-)^) = 0, J3 = p, und filr ti — 

Nun ist 


(oa.) 


(IB __ 

<l 

I’n 

i___. 1 

(hi 

clu 


T 

1 



(s. B. p. 17 Gl. (B.), p. 20 Gl. (B.)^)). Es Avird also zwischen 1 und 0 
positiv bleiben und daher B ununterbrocben von oo bis 0 abnehmen, 
wahrend u die Balm (1, / 3 , o) beschreibt. 

Aus der Gleicbung (8.) ergiebt sicb daher, dass in der H-Ebene einen 
nach der positiven Seite gelegenen Halbkreis S mit dem Radius um den 
Punkt (O, —-j-) beschreibt, ivahrend u die Balm (l, 0) durchlauft. 


i) S. ^7, Bind 1£ dieaar Aasj^abo. R. F. 

EWoda 8. 88. R. F. 

8] Ebflnda 8. 96, R. F. 

*) Efeeadi S. 89 und S. 98, R, P, 



UHSUl.'llIl Uir 3^, I } Ullirsilrliut. l/lt; 1 Uliiviv U v: i jL/nmn-ii. V } / > ^ / 

niid 'lOi ♦•ntsjiri'clu.'n cinMnder yemniseitig (‘indeiitig. Wenn n die 
Mreirke (l,d. ,.:) zurilekleyt. so yilt fur winuler die Gleieluing 

(4b.s H, =■- - [ \hJu) -f log y|- 

Wahnnid irui^s ( ^ lioftTt die P'ort^et/iuiiif von log 

liings ciiu's inn //— fulirvndeu Kreises von tier Seite ( ? «, 1) nach der 

?Seite (1,<3, fur tliese Funetion liliigs (l,(^, c) zu dem Werthe (log 4-2z/, 
\vu wiedenua (log -v j real ist. Die Glekdmng (4b.) wird daher nach Glei- 
ehung (la. I 

r!C.' H = -V-l-li/. 

Da nurh deni (Jbigen A real i<t und furtwiihrend waehscnd von 0 bis 
ov sivh bewegt, uilhrt'iid die lbi.hu (1, d, x:') besclireibt, so ^Yird demnach 
die ini Ab^taude —2 zur realeii H-*Axe parullele und nach der positiven 
i6i] Seiti* dtTselbeii bis ins I/iieudlicdu: verlaufende geradlinige Ihilm ff' durch- 
waiidenu waiirvud den Weg (l.d, ..) beschreilit, 

Die Puiiktt‘ dieser Daliuen cutspre(/lien sich iviedernm gegen-* 
.seitig eiiideutiu’. 

Ihstdu’eibt ondlicli r den Kreis H niit tlern iineiullicli grossen Radius J?, 
S ) durchlaiift nach (ileichimg (4c.) eine ]>ahn, welclie durch die Gleichung 

(12.) H,^ = - .e - i I(ig •> + 2 r / - lug /.* --si; 


dargestellt wird, wenn “ Iir^\ 

\Venii z YOU a bis ‘iz geht, so be.schreibt in unendlich grosseni posi- 
tivcn Abstande von deiu Xullpunkte der H-Ebene, nainlich eine 

Parallele h zur lateralcn H-Axe, von //' beginnend und in [t eudigend. 


* 2 . 

Wir wollen das von den Linien //, 2}?, y\ h abgegrenzte Gebiet der 

H>-Ebene mit bezeiclmen. 

Den Wertiien u der T-Ebene, deren Modul selir gi’oss, entsprechen nach 
den Gleichungen (4b.) und (12.) Werthe innerhalb in kleinem Ab- 



von 11 , ; 

s. i). ]). z-i‘j, unu 

es nnuet 


1 

— = Ut 



u 


( 1 -) 

statt, wo 9 (//) eine nach i)Os;itiven ganzen Fotenzeu von // fort>«*hrcitende 
Keihe bedeutet (s. B. p 25 GL :'2. - 

Setzen wir die diirch die (ileielmng (L) deiiuirte Function d von H in 
der iiacli der positiven Seite der realen Axe gelegenen Halbebene der Variablen 
H gemass der Gleicluing 

ihf _ uG —iVrj 

dH 


( 2 .) 


fort, so kdnneii wir fiir einen eiullidieu, ausserhalb der lateraleu Axe ge- 
legenen Werth von H nicht zu einem der Wertlie d. — a, I, >. gelangen, da 
gemass der Gleichung 

(30 H ^ 


welchc sidi niit der fiiuctioiialeu liezieluing ( 2 ,) deckt, fiir — n, ;/ = i [162 
der I’unkt H auf die latevale Axe entfilllt, und fiir d ~ dev Puiikt H ent- 
weder ebeiifalls auf die latcrale H-Axe entbUlt oder naeli der positiven Seite 
der realen Axe ins Unendlidie riidct (s. B. p. 2 :>*’ ). 

Wir kdnnen ubcr bei der Frjrtsetzung nach Gleichung (20 bir einen eud”- 
lidien ausserhalb der lateralen Axe gelegenen AVerth von H audi nicht zu 
einem von ~ 0 , 1, ^ verschiedeneu A^^erth n ~ a gelangeiij fi’n* den ^ n. 
Denn da fiir d a bekauntlidi nicht zugleidi = 0 seiii kdnnte, so musste 
fill* ™ H iiuendlich werden. 

Deiu Fimdainentaltheorem der I'lieorie der Dirferentialgleiduingen zu 
Folge wird daher d eine eindeutige Function von H in deni gaiizen 
Gebiete der letzteren A^ariablen sein, welches nach dev ]K)sitiven 
Seite der realen Axe gelegen ist (s. B. p. 20")* 

Das Gcbiet der A'ariablen welches durch die so definirte 
Function u von H als Abbildung des Gebietes G hergeleitet wird, 
bedeckt die gauze 2''“Ebenc. 


1) S. 07, Band U dieser Ausgabo. K. F. 
i) Ebenda S. 99. E. P. 

Ebenda S. 96 nnd 97. R. F. 
i) Ebenda S. 100. U. F. 



kisiuit” i’ niriit PunkttMi Iim^rm vnu (‘nfspreeheii, 

w»*il iii (ItT rint£ehu!iir jr^itr ^trll^• H' irti iniurtii vhu (r^ die Funr*H(#n 

eutlllrh !r*el ^■U'Ui: Ft. aFe sirr von H -= H' die? voile 

rai^ehnnix dr-< < nt^prrrln'ndru -- o' ent'^preelieu wiirde. 

\Vt‘<4i‘ii dvr Fiii«i ajtitrkeit dvx l‘'unetiou o v(ni H in (r^ kiiiiii al)er u fur 
eiue H aiif //, V, luir /.n dern eiiifOi ^Wrrhe o' re'<[K d<u’ Tlieile 

{ 5 fj. I F (k fk 0}. , 1), ( L -I dt-r iv:tlvii Axe uvlangeii, welelier bei der 

oldiren (Vui^tiin lion <!« > (iehiar* -- rleii Werth H' lieferta. f ur Ibuikte H. 
nni' h -brr n uuriuirn It >eiu. I ^aninaclA mri‘^sle die Begrenzung 

I' von I \ '-Li v. rit >ie]i in: !*.nriliehr:i ludiudet, aiis 'riieileii der realeu 
o-A\e lu'-teii< n. j)ii abt-r dir- (^uU:i^i^nron der Jiidlien o), J/(o),//^(o) 
n d >iijd. > « ev^i‘ben ilie (ileiehuni;t']i ( niid (ba) V(U'iger Aunimer, dass 
in «ler Xiua* dts I'in : 1 a- (!, .) dvv ividau e'-Axe zu beideu Seiteii die 
zugehurinuu H, iiii luiieren vou und zwar r(‘sp. von (j und f/' 

geieirm siiui. li!>en<o tTgaln^n die U!eirliuiiu-i‘ii (^d und (l I.) voriger XTummerj 
<l;tss in der Xiilie des 'i‘!ieile» (o, 1) der realeu //-Axe zn boiden Seiteu 
die zugvhr»rigen Weitbe von ini Tiuie^reu von (r^ resp. aii 2)? gelegen 
>iud. 

163] Befnnaeli kann v< kein (kebiet U der ^dirialden o geben, welches bei 
der Al)bildung von G^ verniitteist der tdudeutigoii Function o von H aus- 
ge^e)ib»s<(ai \<t. 

Die* A bbiI ilung des (i ebiet es (r^ ver 111 i11 e 1 st der Fiiuc ti0n 0 
von H a u f d a i* r^ - la b e 11 e b e d e c li t d i e s e 1 b e 11 ii r e i n f a e li. 

Dieses lolgt duraus, dass naeh den (irandsatzen der Theorie der linearea 
DilFerentialgleicdiungen die Integi^ale der Cileichuiig (:k) Xo. t, folglich auch 
ill der 2 ‘~Ebene eindeutige Functionen vou h sind. 

Dio Ebene T' und das Gebiet sind demnaeh conformc Ab*- 
bildungeti von einaiider. 


3 . 

Irgend ein Zweig H hat die Form 


0 -) 


vi -f pHj 
A + |a i H 3 ’ 


/Vj Pj pitix/:.*.. x^jaiixc:iL in: in:*. 




I o *f a 1* 


geniigcn, imd wo iiberdie.s A, cj ungerudo Zulden^ u, r gcradt* Zalilt-ii biMleuteu. 
(B. |h 22 

Da nuch voriger Xumiaer alien ‘Wertlieu </ in T iiur Wartue H init 
positiveiu realen I'heile entsprcclieii, so ergiebt sich nuch (hnn Sat/.c ( lb |i. 21“ j, 
dass alle Werthe H iiacli der positivcn Seite der realiMi H-Axt* ue- 
legeii sind. 

Da, wie schoii oben benierkt, die Gleirhimgen (2.) uiul (:b) voriger 
Xummcr dieselbe functionalo Beziehung ausdruckeuj so ist trine Fort- 
setzung der fiir die AVerthe H niit positiveiu realen Tlieile defi- 
nirteii Function k vermittelst der Differentialgleiehiing (2.) voriger 
Xiimmer liber die laterale H-Axe hinaiis iiicht mdglicli. 

Seien H und H' zwei ver.S(duedene Zweige, uiul sei H durcii die Gleiclmng 
(‘•) gegeben, wlihrend H' durcli 

(!■.) H' = 

(ietinirt wird, wo wiederum A’, u', v', q' gauze /ahlen, welcdie der Gleichung 

(• 2 '.) ?:g'+u'v’ ~ 1 

genixgen, und wovon A’, q' ungerade Zalilen, v' gerade Zahleu sind. 

Fiir zwei verschiedene Werthe ii = und n — kanu wegen der [164 
Eindeutigkeit der Function ii von H nicht sein. Es kaun aber 

auch nicht 


( 3 .) H’OfJ = H(»,) 

sein. Denn aus (1.) und (l'.) wilrde alsdanii folgen 



0 S. 95 und 93, Band 11 dieser Ansgabe. R. F. 
3) Fbenda S. 97 und 99. R. F. 


i » 5 . » -f /i/' 3 * 

(,.j H r;. <± y!_,a-j.()/. 

« p “ r 

Nach Ik ji. 2‘iM ‘^iud ZuhlfU, {i^ y ^(‘nule Zahleii. Es kann 

liiclit c f d ‘'fiti, Ufil sou-, li.n-h ((i.j 

iiy — w (ft — 11 U.' Hh 1 U 

SMi^ uitdit inrji 4 lirh i>t, da dio rc(diti‘ Sintv dundi I tlieilhar ^v^l^eJ die linke 
Sidte alar iih^iiZ. ].< hat tiUu uiiudK^rons dun AVerth i, daher liefert 

tliu CsUdriinuu' (T.} uivioii Wrrtii H, auf ih'V luturaluu Axe. 

Die SHiiun^lirhi U Z'.vuia‘a\ rthu H rifriih u daher in tier H-Ebeiie Fliichen- 
wtdrhi* nirii^undufi a nssi‘rii;i lb dcr later aleii Axe Punkte 
y: u ni e i n s r li a t r 1 i r li li a u n. 

Da wir abt r bowi.Ki.n habt^u, da^>; jedem Punkte H in der die positive 
Suite der naleh A\t‘ eutlialt ‘lub a iialbi'beue Wertlie n ents[n’echen, so er- 
fiillt tiie (it'>ahiJiitht*it dt*r /\veia(‘ diese Ilulbebeno liickenlos, 
ilaht r an der iateralen H-Axe iiber alle (.Trciizcii abnehmende 
FIueheurliKile >b':i aiihaut'eu, utdehe //.vrigwertbe you H darstellen. 


AX>[EKKUx\Gx. 


AII <i f; r u K jjT i' ^ c‘ n u Ai^ n r i ;r i n a I, 

Es \iurtlf* iLN-.'Otzt: 

^. Ui- UkkiiiaiLr (7a reditor HaiiLl 


— {«-4- d)- Btatt V'4 — («-f 6 j ”. 


n. F. 
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UI3ER UXEAIIE DlFEEliEN'I IALGLEICHUNGEX, 
AVELCHE A'OX PAEAAIETERX UXABIIAXGIGE .SUBSTlTC'l'IOXS- 


GRUPPEX BESITZEX. 

(I. Tlieil, Einleitung and No. 1—4, Sitzungsberichte der KnuigL pr ussi.'^clK'n Akadomie 
der Wissenschaften zu BcTlin, XLV. S. ^75—vorgotra^rtni am Bb November; 

ausgcgeben am 23. November 1S03. 11. Tlieil. Nu. 5—Sitzung^brriclite. XLII. 

S. 1117—1127: vorgofcragen am 1. November; aii‘^gege}jeii am S, NovenilnH’ L'50}.) 


Die folgende Notiz schlicsst sich der lleilie von Arbeiteu iiber lineare [975 
DitFerentialglciclmngen an, welche icli in den Sitzungsbericditcu veruffentlicht 
luibe, insbesondere an die N”otizeu voiu Jahre ISSS, S. 1273^); lSb-2 , S. 157") 
nnd 1113 ^), worin icli cine Ivatcgorie von lineai*en Ditierentialgleiebungen in 
die Untersuchung eingefiilirt luibe, deren Integrale sich bei beliebigeri Uni~ 
liiiifen der imabliangigen A^ariabeln nnabluingig von gewissen in den Coefti- 
cieuten der Diftereiitialgleichungeii auftretenden Paranietern [indern, and deren 
Zusammenhang mit einer Ivlasse simultaner partieller Ditferentialgleichungen 
ich insbesondei'c in der Notiz von 1592, S. 157^ unter.sucht liabe. Die gegen- 
wartige Note dient zAir Yorbereitung fur weitere an die bezeichnete Kategorie 
von Differentialgleichungen sich anscliliessende functionentheoretische Folge- 
rungen. 

In der Notiz von 1892, S. 11 IS — 1120^) habe ich nachgewiesen, wie man 
jeder Uneaten DifFerentialgleichung, fur welche die ^Yurzeln der determi- 
nirenden Funclamentalgleichung nicht um ganze Zahlen vcrschieden sind, eine 

1) Abb. LIY, S. 16 ff. dieses Bandes. It. F. 

«) Abb. LTX. S. 117 flf. dieses Bandes. R. F. 

*) Abb. LX, S. 141 ff, dieses Bandes. R. F. 

4) Ebenda S. 146—149. B. F. 


FucliS, matbem, "WerVe. m. 
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Tht'i! sor Wurzi.ln suiiuau ahsoltit^*n Werthe nacli die Einlieit nicht iiber- 
srluvitet. Die Xottt (aithidt eiiitf Krgiinzung zu dieseni Satze^ 

fiir dixi Fall, dass jene Wurzelii ;nu‘li um gauze Ztihlen verschieden sind. 
Ich habe dieselbe hier auf^eHuinnieiK weil sicli duvou Ijei der Untersuchung 
der Aiizidil der singuliavu SteibfU eiiiev Differeutialgleichuiig der iu der Uber- 
Rchrift bezeichueteii Ksitegorie luit Vortlieil (iebrauch maehen liisst. 


1 . 

Zuniiehst ^Yolleu wir einige Siitze aufstellen, welche auf allgemeine lineare 
iJitfercutiaLdeii'lmugeu Bezng habeu. 

Ks st’ien die (Y)efririeuteii der Diderentialgleicliung: 


576] (1. 


(r‘ 




in der rnigebuiig eiiies siiiguliireii Punktes a von der Gestalt: 





[X 



wo eine nacli positiveii ganzeu Potenzeu von x — a fortschreitende Eeihe 
bedeiitet, niid eine g-faclie Wurzel der determinirendcn Fundamental- 

gleichiing: 


femer v;,, enti^iTCchenden Elemente eines zu a gehorigen Funda- 

mentalsystems, so dass 


\i = (X- «)■ ? + ... + ^ “ ], 

wo die Iidchste Potenz des in auftretenden Logarithmus, nach posi- 
tiven ganzen Poteiizen fortschreitende Reihen bedeuten, welche nicht sammt- 
lich fur X = a verschwinden, und: 

(^•) t = log(j; —a) 

gesetzt Worden ist»*). 


C'ftKLLLs Journal, Bd. 03, S. 300, 01. (3.)^). 
Ebenda S. 304 


Abb. Vn^ S. £I2» Band I dieser Aosgabs, E, F, 
*, Etftada S. 216. E. F. 



rationale Functionen von ;/■, nnd sei; 


( 0 .) 

iSet'/en wir: 
(^•) 
so ist: 

( 8 .) 


« = y + 'i'.(■■<■} + • • • + 'vp-::f 


'fi,+ru^ + -'- + 'fAn^'‘ = /l^), 

■'ii == (^:-«)-7(0- 


mid es ergiebt sicli: 


0'-) 7//- = f^'AO + ij-'^^s\U-dY\U^\{x-<xr\ 


Hierin bedeutet {"'{\) die «*"' Ableltug von fyi) nach t und f.{t) vine ganze 
rationale Function von f, deren ('oefticieuten nacli ganzen positiveii Potenzen 
von ;<• —n furtschreitende Keilien siud. 

Setzen wir in (ti.) // = v;,, und bezeichnen den ziigehorigen AA'erth von u 
mit so wird deingennis.s: 


(10.) «, =. (:^'-«)v F’(p,x)/p) + 


F' ( q , a) 
1! 


/’(O + 


F -’ (q , j;) 


no +■ 


[m 


wo: 


( 11 .) 


(.K-1)!" 


r-(o 


+ (.r-ay-+‘^(0, 


F{q, x ) — Q„(j) + (?,(.?) 9 + Q,(a:) -1- q'"' 


F^‘‘\q,x) - 


“a?" 


und /7(i) eine wie /)(/) beschaffene Function ist. 

Es seien nunmehr die Coefficienten von 4!^(j')) 4!,(.t’), ..., Q„_,(.'') so be- 
stimmt, dass die ganze rationale Function von r: 

( 12 .) F(r,a) — <?o(«) + ^'((a)+ Va(a) "t— + y,i-i (®) 

den Linearfaktor r — g genau (?rt+])-facli entliiilt, dagegen aber fiir keine 
andere Wurzel der Gleichung (3) verschwindet. Dann ist t ' 
identiscli Null, wahrend 


(13.) 


F((),a) == 0, ..., F“’(9,a) = 0. 
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Wir kuuiu'u di«.‘ imch uiibt..stiiiniitt‘ii ('oefficieuteii von 

Vj.'b 'Ik" )- •• M 

st€ts Ml wrihleu, duss o 1 uurh ij;t:ii;LU ckr Exponent ist, zu welchem 
.... ((^ ^^ehnrrii. 

1st r — 3 tdiif ^ on o versrhiedeiie urzel cler Gleichung (J.) und C eiii 
entsprt.H'hend.es Element de*^ zii a geliorigeii lundamentalsj’stcms, so ist unscrer 
\*urans>etzung iiueit ui(*ht gleiclizeitig 

y{z,nj ^ 0 . F'{z,a) ^ 0 , .... = 0 , 

Eezeii'hneii wiv dt niuiich mit r das llesultut der Substitution fj = C in Glei- 
chuiig so gebTirt c nocdi irmner zuin Exponenten a. 

Es seieu diejeuigeii \\\ir/eln der Gleichung (;E), welche von einer be- 
stimnitcn Wur/ei i\ der>elbeu iim ganze Zahlen verschieden sind, derart in 
Gru})pen vertlieilt^ dass in jedcr Ciruppe gleiche Wurzeln sick botinden. Die 
Gruppe 11 ^ eutliiilte die ANhirzol g.-fach, die Gruppe die Wurzel r^-g^ 

u. s. w., die Gruppe R^ die Wurzel — g^-fach, wo die Grdssen g 
positi\e ganze Zuhleu bedeuteii, welclie sunirntlich von Null verschieden sind 
und iiiit deni Index ainvaehsen, Dann giebt es ein der Gruppe R^ ent- 
sprccheiides System von Integraleu: 

978] welche zuiu Expoiiviiteu — gelibren und so beschatfen sind, dass nicht 
dutch fine lineare Combination derselben init Integralen lioherer Exponenten 
ein anderes zu gelioriges System mit einer geringeren Anzahl von Ele- 

menteii erhalten werdeu kann, wiihrend jedes andere Integral, welches zum 
Exponenten gehdrt, sich dutch das System (a.) und Integrale hoherer 

Exponenten linear ausdriicken liisst*). 

Wenn nmgekehrt: 

it'., it's.ii’p 

Crkei.es Journal, Bd. GS, S. 355 


Jj Alih.VIf. S. i}0^207, Band I dieser Aosgabe. R. F. 





(3.) ills Exponenten gehoreii, nnd Wfiin diis .Sy'^tem (,1) nicht dnrch due 
lineare Combination seiner Elemente mit Integraleu iidlu rer K.vixjiicnteti auf 
ein anderes cbenfalls zu gehdrige.s System mit eiiier geringeren Anz:dil 

von Elementen '/Airiickgefiilirt werden kunu, wiihrend jedes aiulere Integral, 
•Welches zum Exponenten gehdrt, sieh durch das System f/i.) nnd In- 

tegrale liblierer Exponenten linear ausdriickeii liisst, so ist eine y»-l'aehe 

Wurzel der Gleichung Deiin wilre eine //-faehe Wurzel und »/<;/, 

so milsste naeh dem eben citirten Satze das System (ji.) sieli durcdi eine ge- 
ringere Anzahl von Elementen ausdriicken lassen. 

Es nidge nunmehr t( aiis Gleiehung (0.) der DiTferentialgleielmng; 


(15.) 




d'^-' 


"dx'- + 




geniigen. AVir setzen in (G.) m die Sttdle voii [f successive die Ideiuente des 
Systems («.) und bezeichneu die Ivesultiiti* mit: 

(^) 




/. a, 


Aldge die oben mit q bozeidiiiete AVnrzel der Gleiehung (:b) jetzt: 

(^^•) 

sein, und Q so bestimmt werden, duss P(r,u) [Gleiclmng (Ti-)] 

den Lineurfcictor gcniiu /tiij-fuch enthiilt. Alsdiinn gelidrcn die In- 

tegrule des Systems: 

(<^.) “ll- •••> “l,-.. 

zum Exponenten ?',— '/,+ !) wiihrend fiir das Si’stem (j/.) zum Exponenten 

G-t/i gehdrt. 

Die Elemente eines Systems (y.) fiir I ~ stehen aber iveder unter ein- 
ander noch mit den Integralen eines anderen Sy.stems in linearer Bezichung, 
wenn die Gleiehung (l.) irreductibel ist. Dasselbe gilt fiir A = 0, 
wenn > t. 

Die zu x = a gehdrige determiuirende Fuudamentalgleichung 
fiir die Gleiehung (15.) besitzt also die Wurzeln: 

(e-) ..., 

resp. fi„, ft,, ..., /t^-fach, wenn g^> 1. 


[979 


uo R . /i',, .... 
WL-r<U-n, 


== /. n-r 

iszf ratinnaU* i-'iiiictionen siurl, welclie so bestimmt 


- Riijtir -T lt._^(a)r‘~‘ 


(ifu I.iiit-aifiutor v —1) liouiiu enthiilt. Alsdann ergiebt sich, 

Avic ctheii. die Wbuv.ehi iler z\i a gchdrigon deteiminirenden Fundamental- 
gleichiiiii; {’fir die Ditferentialgleicliung; 

iri ll-~' :■ 

\ _ -r . -f. ^ , r =: 0. 


weklier r uih geiiiigt: 




luul ’/u ir ^euau R'<}». a , a^-fuch i^nid. 

A\'if‘der}udt'u wir dm Proce:>s ((>.), (Ga.), so ergiebt sich: 

Wir kdiinen eiiu* init (1.) zii der.selben Klasse gehorige Diffe-- 
reiitiuigleirhung aufstellen, bei welcher die von um ganze 
Zalileii ver?:chiedenen Wurzeln der zii a gehdrigen determiniren- 
d e 11 1*' u n d u m e ii t a I u h.* i e h u n ir: 

siud uiid I'esj). , ft,, ..., ft^-fach uuftreten. 

\\ iederboleii wir deiisselbou Process an den Gruppen, deren Reprasen- 
tunteii sind, so gelangen wir zu einev mit (1.) zu der- 

seU)en Klasse gehdrigen Differentialgleichung, deren zu a gehorige determi- 
nirendc Fundamentalgleichmig die Wurzeln: 

(vJ r,, r.-l, 7-,-2, ..., r,-j7, 

resp. u,, u^, ..., fi^-fach hat, wiihrend die iibrigen Wurzeln dieser Glcicbung 
mit denjenigen Wnrzeln der Gleichung (3.) iibereinstimmen, die nicht von r, 
um ganze Zahleu verschieden sind. 

Der I’rocess, durcdi Avelcheii von einer Differentialgleichung zu einer 
anderen derselben Klasse libergegangen wird, ist so beschaffen, dass die In- 








jii' ill. nii ». 11 li i I 1.11 f ii •’tvlii , lit.; >uil tit;ll 

lilren Pnnktcn dor er'^ter^u versclaedcri ist, init'udlicli werdeu kdiineTi, iJa dit* 
Iiitegrale der letztereu sich aber aucli uirlii an easier von den >int{ulart*u 
Punkten der ersteren abweicdieinleu Stello verzweigeii kdnin-n, so kdimt-n in 
der Ictzteren Dilferentialgleicimug mir aiisserwesentlich singuliire Stellen [o^o 
hinzutreten (axisserwesentlich in deiri Siniifj dass di(.‘ Integrab; in ilnken wedx*r 
nnendlicli werden, nor*h sick vor/weigen"^). 

Die Fimctionsreiluai Q^_^] 

bei den auf den .singuliiren Punkf a bezuglitdien Transforuiatiouen aiiweuden, 
konnen wir nun so wahleiij dass die zu alien von a verschiedenen wesentlicli 
singularen Stellen der transformirten Difierentialgleiclning gehdrigen determi- 
nirenden Fundainentalgleichungen dieselben bleiben, wie die zu denselben 
Stellen gehdrigen deterniinireuden Fundanientalgieiehungeu fiir die Glei- 
chung (3.). 

Indeni wir nun filr alle wesentlicli singuliir(‘n Stellen den Transformations- 
process aiisfiiliren, gelangen wir zu folgendem llesultat: 

Es giebt stets cine mit(l.)zii derselbeii Klasse gehorige Diffe- 
rentialgleichung von folgender Bescliaffenheit: 

Es sei a irgend ein ini End lie hen gclegencr wesentlicli 
singuliirer Punkt, diejenigen Wurzeln der zu- 

gehdrigen d e t e r m i n i r c n d e n F u n d a m e n t a 1 g 1 e i c h u n g, die 
(A.) sich niebt um gauze Zahlen von einander untersclieiden. 
Der Complex der von um gauze Zahlen (Xull) ver- 
schiedenen AViirzeln derselben Gleichung hat dann die 
Gestalt; 

worin v hdchstens den AYerth w —1 erhalten kann. 

Dieser Satz bildet eine Ergiinzung zai einern Satze, wclchen ich bei 
frilherer Gelegenheit aufgestellt habe**). 

*) Siehe Crfa.les Journal, Bd. GS, S. 37S *). 

**) Siehe Sitzungsberichte 1S9:2, S. lUS—1120-), 


1) Abh. VII, S. 232, Band I dieaer Ansgabe R. F. 

2) Abh. LX, S. H6—149 dieses Bandes. B. F. 





»/'//“ , , d’ ^ if' . d* ‘tf* , /v^ j/* _ n 

. IT.i ~ 0, 

luul filUT dcr sini^nlilren Puiikto (lerselbenj nnd setzeu wir: 


ilH.i j' — a 

%vodurrh die fiieic O”-) 


1 

"<« * 


fITa.k 


/':7''. X + ... + ,/„(5) = 0 

' ‘ ■ n;' 


iilierixfiit. \\ ir k«’iiiiM'ii niicli deni obiyeu Theorem durcli die Transiormation: 

ii!M sr 


ihr „ ... (l’'-'ii: 

H . S) + II, (?) +■■■ + II,,., (5) -;-p- : 


gSi] wo f =-- lu'i?: IIH,_, ;,ranze rationale Functionen von eine mit 
(ITa.) zu derselhen Kla-;se gelidrige Differentialgleichung: 


t:ii 


e*-! 


YOU dm- Art lier>tellen, dass die zu .siinimtlichen wesentlich singularen Stellen. 
goliurigen dcterminirendon T'undamentaigleichungeu die im Satze (A.) ange- 
gohene Kigenschaft hesitzeu. 

Wird in der DiliVa-outialgleiclumg (•20.) wiederum die Substitution (18.) 
angewendet, so vt'rwandelt sie sicli in: 


(,17b.) 


d’-ir 

~ib ‘ 




0 . 


Diese (:jleicluing j^eliort mit (l7a.) also auch mit (17.) zu der- 
selbeu Klasse und besitzt die im Tlieorem (A.) augegebene Eigen- 
schuft fiir sammtliche wesentlich singulare Punkte den unendlich 
fernen Punkt eingeschlossen. 


Es babe: 

(•) + A+ ••• +24y = 0 

die Eigenschaft, dass die Fundamentalsiibstitutionen ihrer Integrale von einem 




Alsdann giebt es ein i'undamentalsystem von Integralen ‘ler- 

selben, welches der Gleichung: 




dt 


= 7J T A^l/' + ■• ■ + A„_J 


geniigt, wo A,, ..rationale Fnnctionen von x iind bc- 

dcuten **). 

1st a einer der singuliiren Punkte von (I.) nnd geht nacli einein Umlaufe 
um a ilber in: 

(3.) y* — + ■■■ + (fc— l.e, 

so sind unscrer Voranssetzung gerniiss die Grdssen von t iinabbangig, 
daher auch die Wurzeln der Fnndamentalgleichung***) 

1 - (u j [9S2 

(4.) I ““ 


von t unabhiingig. 

Sei '/jj,zu a gehorige Fundamentalsystem, so ist: 


(5,) 




{k — 1, 2,..Ji) 


Die Coefficienten c kdnnen von t unabliungig gewahlt werdent), 
Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die Integrale der Gleichung (t.) 
iiberall bestimmte Wexthe haben, dass also: 


( 6 .) 


Pk = 




*) Siehe Sitzungsbericbte 1S53, S. 1278 tt‘. imd Sitzungsberichto 1S92, S. 153ff,‘). 
**) Sitzungsbericbte 1888, S. 1278^). 

***) Grelles Journal, Bd. G6, S. 132, Gl. (G.) ^). 
t) Siehe Sitzungsberichto 1892, S. 163^). 


1) Abh. LIV, S. 20 ff. und Abh. LIX, S. 118 if. dieses Bandes. E. P. 

2) Abb. LIV, S. 20 dieses Baades. E. F. 

8) Abb. VI, S. 171, Band I dlesor Ansgabe. R. F. 

<) Abh. LIX, 8. 124 dieses Bandas. B. F. 

Facbs, matbem. Werke. III. 
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wy 


= (x-a,){x-a,)...(x-a^) 

iind I’’, gunze rationale Function /l (9 —Grades*). 

Alsdaim sirul zn'ar die Wurzeln der Gleicliung (4.) to,, (o„ von t 

unubhilngig, abcr da ■;;|.Ylogu)^ nur bis auf eine additive ganze Zahl bestimmt 
ist, so ist das System der Kxponenten, zu -welcben die durch die Gleichung 
(5.) bestimmten Integrale geboren, nicbt nothwendig mit dem Systeme 
der 'Wurzcdn der determinirenden Fundamentalgleichung**): 

(7.) r(r-l)fr-2)...(V-jn-l) + F^,_,(a)r(r-l)(r-2)...(r-n + 2) + --- + JP„(„_„(a) = 0 

uboreinstiniiiiend. Ist eine Wurzel der Gleichung (7.), welche sich nicht 

von eiiier anderen AVurzel um eine ganze Zahl unterscheidet, so ist unter 

den Integralen (5.) eine.s vorhanden, welches 7\ zuin Exponenten hat. Wenn 

aber /•- vou einer anderen 'V'^'urzel der Gleichung (7.) urn eine von Null ver- 
schiedene gauze Zahl abweicht, so ist es nicht erfordeiiich, dass einen Ex- 
ponenten fiir ein Element von (5.) darstellt. 

"VVir wollen dnher unter ■/],)''Ij, .■ •)stets das Fundamentalsystem ver- 
stehen, dessen Exponenten sich mit den Wurzeln der Gleichung (7.) decken 
(wie wir dasselbe*** beschrieben haben). 

9 S 3 ] Setzen wir nun; 

t^*) "*11 4" *^J3 E ■ * * E (ft = 1, 2, . ,., ?l) 

so sind im Allgemeinen Functionen von t. 

3. 

Wir heben nunmchr aus den DifFerentialgleichungen 

\ d"->« , 

( •) Eib E-"Ei)„2/ — 0> 

deren Intcgrale von einem Parameter t unabhangige Substitutionscofficienten 
besitzen, folgende Kategorie hervor; 

*) CREt.l.E8 Journal, Bd. C6, S. 140, Gl. (12.)‘). 

**) Ebenda S. 147, Gl. (15.)‘). 

***) Ebenda Bd. 6^, S. 355 ^). 


1) Afcli.VI, S. 1S6, Basi I dieser Aosja^e, E. P, 

2) EHada 8.1^. B. P. 

8) A^ih, VTT, S. 206--207, Bwd I dieser Ansgate. B. P. 


ya) huiiuu jLULcgruif uerseioeii uDuruii. r)i‘StUiiiare ertlie erhalteiij 
die Coefticienten demnacli die in Gleicliiinii: (Ti.) voriger Xuninier angefiilirte 
Form habeii. Hierbei sollen von t unabliilngig sein, dtigegen 

a = t werdeiK 

(b) Sei a ein beliebiger singxiUlver Punkt, y ehi Element de< zugeiidrigeii 
Fiiiulamentulsystems von Intcgraleri, r die cnts[ireehende M'urzel der di^rca'ini- 
nircnden Fundamentalgleichung, so dass; 

y = (a: — a)' -h log (.r — a) -j- 'f^(log [x — (tjf -f ... o. _(Iog i./: — : j ■ j, 

Es sollen • • •>'f,, der Xbngebinig eines xvillkurlichcn Worthes 

von t nach guuzen ])ositiven Potenzen von ./• —<7 luul t — entwiekelbar ^5ein. 

Dass Gs Ditfereutialgleichimgen giebt, xvelehe deu i^'ordeningeii (a) and 
(b) Geniige leisteu, dafiir bicten diejenigen Differeutialgleichungen iSeispiele 
dar, denen die Periodicitatsmodiiln der AbixscIicii Iiitegrale Geiiuge leisten"^). 
Sei fur ein Integral der Gleichung (1.): 

(2.) y — (x — af 4- log {x — a) -h 'f j( A + ’ ’ * rid log:i‘ — / j. 

WO a einer der Puukte und niclit siimmtiidi XuU 

unci niclit unendlich fiir einen willkurlichen Wertli von so ist nach der 
Voraussetzung (b): 

wo far a- = a imd einen willkurlichen Werth von I nicht uii-' 

endlich werden. 

4. [ 9 S 4 

Wenii die Differentialgleichiing (I.) 2 die Eigenscliaft hat, dass die 

Fundamentalsiibstitiitionen ihrer Integrale von einem in ihreii Coefticienten 
auftretenden Parameter unabhangig sind, so hat jede Differentialgleichiing 
derselben Klasse die gleiche Eigenschaft. Hat die Differentialgleichung (1.) 
No. 2 iiberdies die Eigenschaft (b) No. o, so hehiilt die Differentialgleichung 

*) A’'ergl. C'EELt.Es Journal, Bd. 71, S. US und Bd. 73, S. oiil; SiUunuslieriohte ISSS, S. lilSd; 1SS!>, 
S. 713; 1890, S. 21 •). 


1) Abb, VIXr, S. 270 ood Abb. XIII, B. 340, Band I diaser Ansgabe; Alb. LIV’, S, 3D, 53 onJ 40 dieses Baades. 
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lur H, weicue tiurca eine irciiiyiuniuiuuu uci j:uiui j. >yixu^ 

dieselbe Eigenscliafc (b) Xo. 3. 

Wir konnen daher voraiissetzen, dass die DifFerentialgleichung (1.) Xo. 2; 


(!•) 


d"*/ 


+ "-+i>«l/ 


0 


sowohl in Eezug auf die im Endliclien gclegenen wirklich singuliiren Punkte, 
als auch in Bezug auf x = oc die im Theorem (A.) No. 1 angegebene Eigen- 
schaft besitzt. 

.Seien v;,, ..., die Elernente des zu einem wirklich. singularen Punkte 
a gehorigen Fundamentalsystem.s, r^,, ..., die entsprechenden Wurzeln der 
detcrrniuirenden Fundamentalgleichung, und sei ?/,, Z/,, • • •» 2/„ sin System von 
Fundamentalintegralen von (1.), welches der Gleichung (2.) No. 2: 


(A) 


dy 

dt 


A,ij + A,ij'+---i-A„_,y"' “ 


geniigt. Setzen wir: 
(3.) 


Ifk ^kl ' "I" ^kn ) 


(fc = 1,2,...,«) 


in (2.) ein und bezeichnen mit e', die Ableitung von nacji t, sowie mit A 
die Hauptdeterminante von r],) rij) . • so erhalten wir aus (2.): 


(4.) 


dr„ 


e;,^,+ - + e;„r,„+e„—^4- 






(n-2) I 
II ^1 + ‘ 


*+ 


in Un J 


M 6,1^1 + + 


in 


wenn wir eine Determinante: 


kurz diurch ihre erste Zeile: 
darstellen. 

9 S 5 ] Aus (4.) ergiebt sich: 



^12 • 


^21 

^32 • 


^rtl 

’ ■ 

• “nn 

[«ii 

a., .. 

‘ • fli*' 


( 5 .) AA„ 




+ e.nr/r 


•••> Cu>)i + --- + e,„r|„] 



•5 — ['-‘a 1 1 • •' I ]• 


Nun aber ist: 


(7.) [el.Ta + ••• + <„ t;„, e„T, Ca^fa + ••• + 

wo A|, Aj, ..., die Werthe der Zalilenreihc 1 , 2 , 3, ..., n annelimen. Es siml 
jedoch A^, ...,A^ von einander verschiedeu anzimehmen, wiilirend A^ init einer 
dieser Zahlen zusammcnfallen kann. Bezeichnen wir daher mit S?" die Suinme 
der Wurzeln der zii a gehorigen dctcrniinirenden Eundamentalgleichung, so 
gehort das Product: 


zum Exponenten; 

( 8 .) 


01-8) (n-3! 


^ (h-2) ( h-1) 

0 » 


' 


(7l-2){n~-l) 


je nachdem von den Zahlen der Keihe ^^7 verschieden ist oder 

mit einer derselben zusammenfallt. Andrerseits gehort A zum Exponenten: 


^ «(n-l) *). 

^ 2 


Demnach gehort: 


^2 • * * 


W \ 


zum Exponenten 71 —1 oder zum Exponenten ——^ je nachdem von 
^8> •••1 '^'Grschieden ist oder mit einer dieser Zahlen zusammenfallt. 

Da wegen der Voraussetzung (b.) Xo. 3 fiir einen von t unabhangigen 
singuliiren Punkt a mindestens zum Exponenten 7*^ gehort, so gehort der Aus- 
druck: 

<n-s) 

) Ml J ‘ • J Ml 

/it \ r? _ L J 


*) Sichc Crelles Journal, Bd. 66, S. 145 0* 


1 ) Abb. VI, S. 1£5, Uand I dieser Aasgabe. R. F. 


/.lUU r/AJIUUt'lilCli /£— I UllU XIA ^*.^4. 

— a t;in(leutifr* 

Au? 3 flt‘r (ileirliung (j.) oder; 

+ 61::, 


r Ul,. » 






uiid HUS tier Erwilgiuig, dass cine rationale Function von a;, also in der 
Fingcbiuig von j- a eindeiitig sein soli, ergiebt sicli, dass diejenigen 


(-’ue ffi cienten 


I'd;,’ "'U,’ “'J 


XU'Sch win den milssen, fllr welche 


keine gauze Zahl ist. 


In den Librig bleibenden Glicdcrn siud die Differenzen ^b- 

solutiTi AVertlie nutdi nicht grosser als n — l, weil unsere Gleicbung (J.) die 
im I'heureme (A.) vorausgesetztc Beschatfeuheit hat. Daher gehoren in den 
ziirilckbleibenden Gliederii die im Allgemoinen zu positiven ganz- 

zahligen l+\])oneiitfii. Ausgenommeii ist cin Glied, fur welches: 

(12.) r —r — —(n—l). 


Diescr Fall kaun uuv eintreten, -weim die determinirende Fundamentalgleicliung 
die Wurzeln /’i —1, 2, ..., r, —(«—1) hat, und fiir die Combination: 

A, — 1, A„ = n. 

Setzen wir in (l.): 


so 'H’urde die Ditferentialgleiclumg fiir u beim singularen Punkte a die Zablen 
w—1, n —2, ..., 1, (I ids "Wurzeln der determinirenden I’undamentalgleichung 
besitzen. Die Huuptdeterininante der Differentiiilgleichung fiir u wurde dem- 
nach far x ^ a weder Xull noch unendlich. Die Coefficienten der Differential- 
gleichung fiir u wiirden daher ebenfalls fiir x = a endlich bleiben, und es 
Hurde a iibcrliaupt nicht mehr singularer Punkt sein, wenn nicht die Integrate 
in ihrer Kntwickeliing urn x = a Logarithmen enthielten. 

Denken nir nns .ilso aus (1.) solchc Punkte, welche durch die Substitution 
der honn (1-1.) beseitigt werden konnen, entfernt — wodurcb die Natur der 
Cleichiing (1.) nicht geiindert wird — so schliessen rvir, dass der Fall (12.) 
nur eintreten kuiin, u’enn _ logiirithinische Glieder enthalt. Da aber 



der beziiglichen Glieder in Gleiohung ('<a.) verscduvindeu nuis^. 

Aus dein Vorliergehendcn ergicbt sioli das 'riieoreni: 

Die rationale Function A , von .r wird fiir die nicht vun 

(B.) t abliilngigen singularen Punktc Null niindestcns erster 
Ordnung. 

Fiir den singularen Punkt a = t gcliort mindestens /aim Expo- [ 9 S 7 
nenten 1, daher E mindestens /um Kxponenten « —2, es ist folglidi, fiir 
n > 2, auch Xull fiir j- — t, und fiir 11 ~ 2 jedenfalls niciit unendlich. 

Fiir X — (X setzen wir: 

(15.) X = -■■ 

Alsdann ergiebt dieselbe ReclmtiTig wie die obige, class fiir 

1 = 0 niclit unendlich wird. 

Es ist daher fiir ‘X — hdchstens von der —1'/®° Ord¬ 
nung unendlich. 

Anlangcnd die ausserwesentlich singuiiiren Ihinkte, so kann die Trans¬ 
formation (G.) No. 1 so gewahlt werden, dass die ILuipldeterminante der Iii- 
tegrale der transformirten Gleichung in den durcln die Transformation ent- 
standcnen ausserwesentlich singularen Punkten § nur einfacii verschmndet. 
Die auf einen solchen Punkt beziigliche determinirende Fundamentalgleichung 
hat dann die AYurzeln 0, 1, 2, .,n —2, ??. Bei der Transformation (Ga.) No. I 
bleihen die singuiiiren Punkte und die zugehdrigen determinircndcn Funda- 
mentalgleichungen erhalten, wahrend neue ausserwesentlich singuliire Punkte 
y eintreten, deren zugehorigc determinirende Fundamentalgleichuiigcn ebeii- 
falls die AYurzeln 0, 1, 2, ..2, ?? sind. So weiter schliessend folgern wir^ 
dass wir bei unserer Gleichung (1.) voraussetzen diirfen, class zu alien ausser¬ 
wesentlich singularen Punkten derselben determinirende Fimdamentalgleichungcn 
mit den Wurzeln 0, 1, 2, —2, gehoren. 

Setzen wir in Gleichung (2.) fiir y successive so ergiebt 

sich aus dem entstehenden Gleichungssystem: 

(16.) (fc = l,2,..„n-^l) 

worin eine gauze Function von ihren Ableitungen nach 


j' und von -gy-, ^ xjLiiupLuctciiiiiix«.iitv v^^ix “-j^h 

ist. IJa li fvir einen ausserwesentlicli singularen Punkt nur erster Ordnung 
verschwindet, und da .. m ?/„ xmd ihre Ableitungen nach a;, sowie, wegen 

dcr Vorausset 7 .ung (b) No. 3, ‘“ 3 i” unendlich werden, so er- 

giebt sich, dass 

*^^0) ***^1 1 ' • M -^H-l 

far einen aussern'e-sentlicli .sijigularen Punkt liochstens erster Ordnung unend¬ 
lich werden. 

<(SS] Aus deni Vorhergehenden ergiebt sich, dass: 

(t?.) jy ) 

wo der Ziihler Z jedenfails fiir die von t unabhangigen Werthe a^, ..., 

mindc.stens erster Ordnung verscliwindet, ivahrend der Nenner N nur fiir die 
ausserwesentlich singuliiren Punkte und zwar nicht hoherer als erster Ordnung 
verschwinden kann. Da andererseits fiir a; = oo hochstens 2 (?? — 1 )‘” Ord¬ 
nung unendlich ist, so ergiebt sich: 

1st die Anzahl der ausserwesentlich singularen Punkte der 
(ileichung ( 1 .) = ?«, so ist: 

(18.) P<2 w + hj —1 . 

'^Venn die aus (G.), (Ga.), ... No. 1 resultirende Transformation so einge- 
richtet werden kdnnte, dass keine ausserwesentlich singulare Stelle eingefiihrt 
wiirde, alsdann triite an die Stelle der Ungleichung (18.) eine Ungleichung 
der Form: 

(18a.) ^<2 m—1 . 

A^'urden die Grossen [Gleichung (3.)] von t unabhangig werden, so 
wiirde in Gleichung (5.) auf der rechten Seite nur das mit d multiplicirte 
Glied verbleiben, und daher fiir die 9 —1 von t unabhangigen singularen 
Punkte ?i— 1 *®' Ordnung verschwinden, und es miisste dann, da in diesem 
halle die Iransformationen (C.), ( 6 a.) u. s. w. No. 1 uberfliissig werden, und 
demnach m = 0 ware, sein; 


d. h. ; 


(h —l)(p — 1) < 2« — 1 


mAi lilNKAUE DIFFKRKMiALGI.EK-HrXGKX. 




•’• ["'7 

Aus den Entwickelungen der vorigou Xuninioi’ (*rgi(.-bt >u-h dcr folgeiide .S:itz: 
Es seieii in 


(!•) 


m 


dx'^ 




jf 


+ Pk If 


die Coefficicnten besclintfene rationale Fuuetioneu von , dass 

die Integrale der Uifierentialgleirluing iiberall Ijestiinnite Wertlui baben, 
werde uberdies vorausgesctzt, dass es eiu Fundaineiitalsysteiu voii Integrab^n 
derselbeii gebc, fiir welches ziigleicli die (ihdehung 

(2.) -aL ^ y 4. Ajd + ... 4- 

befriedigt werde, wo t eiu in anftreteiider Parameter iind 

A. A..,,. A rationale Functionen vini x >iiid. untl wo )p'[ ’{ wsetzt 
ist. Sind alsdanu die Differen/.en der eine Grupiic bibiendon "N^hiiv.eln eiiier 
zn einem singulilreu Punkte ti gelibrigeii deterniinireuden I’lnidainentalgleidiung 
nicht grosser als —2, so verschwiiulet ^ fdr 4' ~ ti mindesteiis erster Ord- 
niing. Hierbei ist es fiir /i > 2 gleicligiiltig, oh a voii f abhiingig oder un- 
abbiingig ist. Fiir n — 2 wird a vou t unabhiingig vorausgesetzt. 

Wir wolleii vou diesem Satze einen neuen Ilewois gebeu, welcher zii 
gleicber Zeit erkenneii liisst, dass fiir seinBestehen die Voraussetziing 
(b) in Kummmer (3.) iiberflussig ist. 

Ist y irgend eiti Integi-al der Gleiclmng (1.), so ist [mS 


(3.) 





F 




0 . 


Ist 1 /^, 1 /^, ein Fundamentalsystem von Integraleu der Gleichung ().), 

welches zuglcich die Gleiclmng (2.) befriedigt, and 

( 4 .) V = c,y, + <•, y, + --- + (‘n »/„> 

also 

__ .. , ^ 




( 5 .) 

SO erhalten wir 

(«.) p(f) - = F(p,Ai,,)) = I>(X(,)), 

Fuclifi, nialhem. Werke. IIT. 24 





wo 

H-) 
gosctzt i>t. 

Wir orhulten domnaf;}! fiir ein willkiirliches Integral der Gleichung 
( 1 .) die Beziehiing 

(«.) 


J'(.l hn) + 4- y'"'" + 1 /"-=’ + ••• + % 2 / = 0. 


dt ^ at ^ ‘ ' dt 

Seien nunmehr t],, ..., die Elemente eines znm singularen Punkte a 
gehorigeii Fundamentulsystcms, die entsprechenden Wnrzeln der 

zu a gehurigeu deterniinirendeu Fnndamentalgleicliung, so ist 


( 1 *.) 




+ • • • + "'f/"■>jj. — 0. (fc — 1,2, ...,w) 


di. ^ 


Bezeudmen. wir mit C,,C,,---)C„ ein I'undamentalsystem von Integralen 
der zu (1.) adjungirteu Differentialgleicliuiig und zwar so, dass 

/JQ j I- _ / t ' ^ ‘ 1 • • • I ^ik-i 1 1 • • • I ^In) 

(^l) ^(2 J * ' * / "^n) 

WO die Hauptdeterminante der Eunctionen nach: 

der "V ariablen x bedeuten soli, alsdann gehoren C,, zu den Expo- 

nenton - r, -r u -1 , - + n — 1, ..., — -f « — 1*). 

Ist p irgend eine Function von x, so ist bekanntlicb. das allgemeine 
Integral dor Gleiclmng 


( 11 .) 

1119 ] in der Form 

( 12 .) 


P{w)+ 2 > — 0 


w 


n /* 


d^' + S.r.v;,- 


enthalten, wo y, von re unabhangige Grossen sind**). 
Setzen wir demnach 


(13.) 


= P«, 


*) Verpl. meinc Arbeit, Crelles Journal, Bd. Vfi, S. 180 ‘). 

**) Siehe meine Arbeit, Annali di Matematica, Ser. II, Bd. 4, p. 37, Mai 1870^), und Frobenius, 
Crelles Journal, Bd. 77, S. 250. 


Abh. IVI, S. 419, Baad I dieser Aosgabo. U. E, 
*) Abli. X, S, 29S, Ba 21(1 I dieser Aiisgabe. B. F. 


wo Cj(.^ von x unabhangig. 

Multipliciren wir die Glcichungcn (11.) box. mit C,, .... 
dieselben, so ergiebt sich aus den lieziebungen 


(15.) 

1 2t ■'li” . fiir 

< 

1 


[ jLj&Uk '•k — ^ 

1 

(16.) 

= -2j Si J'lu 'k + Si S^ 


11 11 


ulul {ulilirea 


Ehe wir aus dieser Gleichuiig unsere Folgerungen zielien, schieben wir 
laier die folgende Bemerknng ein. 

Substituiren wir in (1.) iind (2.) 

(17.) If = 


wo a emeu der singuliiren Punkte, q eine belicbige vou t unabhiingige Grdsse 
bedeutet, so criialtcn wir 

(18.) + i>\ n' + ... + , 

worin im allgemcincn von A^_^^ verscliiedene ratiO'- 

nale Functioncu von sind. 

Die Gruppe der durcli die Substitution (17.) aus (1.) erhalteneu Ditfe- 
rentialgleiclmng ist also ebenfalls von t unabhangig, und die Goefricientcn 
der hochsten Ableitungen nach x in deu Gleichungen (2.) und (IS.) sind 
ubereinstimmend. 

Bilden die Wurzelii der zu a gehdrigcn deterniinireiiden Fkindamental- [u 2 o 
gleichung filr die Integrale y, eine Gruppe r,, ..r., so bilden die ent- 
sprechenden Wurzeln der zu a gehdrigcn detorminircnden Fundamcntal- 
gleichung filr die Integi-ale ebenfalls eine Gruppe 6*^, ..und um- 
gekehrt. 


Sieho Frobknius, Ckelles Journal, lid. 77, S. 24 


\S iv kriiiut'u <k^!UU!U‘h vni,tnN>ft/x‘n, (la<s die \\ urzeln der sainintlichen 
determiuireiideu Fuuduuir 2 ita!Ldeieluuiii;cii iiir uusere (ileieluuiy (i.) keine 
gunzfu Zukku sind. 


"Weil die lute^^rak' der (ilekhuii^^ (i.) ubenill \)estinimt seiii sollcn, ist 


(tl^) 


., e "F '■ *.! 

iJ' — il} 


+ - --.. + 7*,, 

X — il 


W(? 2i eiue rati^aiale Fundiuu vuu ^ ist, die fiir x a uicht melir imcnd- 
lieh wird. 

Wvil aiuleri'rseits die Wur/elu sruiaEitlielier deterniinirender Faiulamental- 
glekhuiiiceri voa t uaurdiinigiir ^vin solleu*), so ist von t iinabliangig* 
Daker ist filr eineii vou I uiKihidingigeni singulareii Ikiiikt a 


(2u.) 




C)^ 


+' 


'~f,r 


+ ' 


on. 


^tiy ‘ X —a 6t ^ 

mill fur eiiien von t abkaiigigtii singuliireu Punkt 

da de, da-^ 


(-Ou.) 


e/< 


?.(C : 




X-1)^ 


— nr 


, /. + 


>, A~1 


{j — a) 


dt dJi- 

^ - + ••• H- 1—jrr~ 

(,r‘ —fc)* j — a at 


Deinnacdi geliurt "-rinindestens entweder zurn FjX[)Oiieuten. 

Oder *2, ji* naeluleni a von f niKdikilngig oder abkilngig ist, uud Pj^ 

iriindestens ziiru Exjioiienteii i 1 im erNten uud zu 1 iin zweiten Falle**). 
Endlich gelidrt niindestens zum Exponeuteu n im ersteu imd zum Ex- 

ponenten — im zweiteu Falle. 

ii 2 i] Es ist deinnacli, wenii n von t unabbuiigig ist, der Aiisdruck 

ii n 

V V 7> . 

kf- 

1 X 

filr X ^ a gleiclx NulL Ist a von I abhiingig, so verschwindet fiir n > 2 der^* 
selbe Ausdruek nock inirncr fiir x = a. 


Verjil. .Sit 2 ungsbi‘richte, l^rx. Februar S. 102 p. 
Vergl. CitEi.T.rs Journal, lid. (iO, S. 155-). 


Abh. LIX, 8. 1:23 dieiids liaud&s. E. F. 

Abli, VI, g. 197, Band I Auggabe. K. F. 





n-1 


\ ' V 


den Gliedern s(dehe verbli'ihen, wt4<*hr zu einfc‘ni Uitirz'/ahligeu 

Exponeiiten gehoren, tL Ik wo g.nize ZuhU‘U bt^dcutviK 

Du nun dor Ausdru(*k r^ /lua Exponent<*u r —i\.Tn — l g'*lu»rt. -o Iblgr 
demnacb fius Glrielmng (Hb): vr^rscbwindet stcts filr \v« iiri a van 

t unabhilngig iind keiiu^ DitforeiiZ dcr eiiu* (inip[)o bildeiulon Wurzelu der 
zu a gehdrigen determinirendeii Eundunu utalgloichuiig ihreia absnluten 
nach die Grosse /i — 'I iiberschreitrt. Fill* h ' 2 verschwindKt uuter (Lnisolbeu 
Umstuiiden fiir aucb wenn von f abbuiigig ist, 

Hiermit iA der Fingungs dieser Xunnner erwfltiiUe Sutz bewieseiK 
Wir erkeuueu zugleichy dass A _^ fur — n nueh dunn verseliwiiideu 
muss, wcnn auch die Differenzeu ubsoiut geuojuiueu den 

Wcxtb 71 — 1 ubersebreiten, subuld die (.ilieder r in (jleiehung 

(IG.), welclie zu cineiu vcrsehwindeiuieu oder iiegrjti^ en Kxponeii- 
ten gelidrcn, in dieser (ileieluing sicli Wi*gneban. 

Dieses tritt aber iniiuer ein, weuii lait (/) btFafiet i<t. weil 

ratioiude J-’uuction von sein si #11. 


0. 

^W‘nll die Diiferentialgleitdnuig 
(1.) POj) = + 

Avieder die Eigexiscbaft liat, dass die Sul>stitutiunsgriippe derselben von eineni 
in den Coeflicienten auftreteiiden rarameter t unabhuugig ist, d. h. weiin 
ein Fundumentalsystem von Integralen derselben zugleicii die (xleiclumg 

C-b) - 

befriedigt, wo rationale Functioneu von ./• sind, so genugen'*') 

Ay, Aj, ..einem Systeme linearcr Ditfereiitialgleieluingeii, dereii [1122 
Herleitung a. a. (). angedeutet wurdeii ist. AVir wollen hier eiiie indepeudente 
Darstellnug dicser DifFerentialgleichungen eutwickelii. 

*) Siehe SitzuDf^sberichte, 125. Februar lbi)2j S. 11)2 *). 


1; Altli. LIX, S. 123 dieses Bandes. B. F. 


laid erliiilti ii 


wojiU wir mit den obercii Ar-n riti'u die Ahleitungeii nuch ./■ und init den 
Binumiulciietnciente!! von /.' liezeiehueu. 

Sctzen wir in <■ ;i‘\ n --- -1^, eryiciit sich 

(4.1 rx A^ ') “ .J. („_ l 

-r 111--’X.je 


Bt _//, ein lieliehi^cs I'uuduuieutalsystem von Integi'alen der 

(ikiclumg (!.), d;t> adjunnvvte Kuiietiou<syste.m. welches durch 

die Gleichiuii^ 


(.-).) 


•1)‘ 


I* ■ ' / •; • ->.i ■'i-' ..'4) 

yj 


(s. vorige A'umiuer, (ileichuiig Hi. j detiidrt ist, so sind die Ausdriickc 


gunze r;ition;ih‘ Fuiict icnitMi dvr (srussen und ihrer 

Ableituiigeii. 

liishc.Nundeiv isr .s* .. n, wgiiu u ^ it — \, und .v ^ wcnn 

«-f — 1^). 

Substituireii wir lunimehr in (1.) suoce.s^ive //^r* * •; //j inulti- 

plicireii die eihalteneu (ileielumjireu bez. luit und ruldiren die- 

selben, so folgt 


1 0 

+ —„ 4-1-(« — 

Alls (1.) folgt 


(«.) 




Vergl. r’RGr:KMi'>, i'vj.u.y.s Journal, Ud. 77, S. e4S-24‘J. 




i>acn vonger ^.Minimer uiciciiung (b.) i<r uiso: 


(!).) 


'Sp(A/j 


‘ 6f 


dr.. 


Sctzon wir in Gleidiung (it.) fiir y/ sucotssive nnilti- [1125 

plicircn die cntstehcnden Gleiclumgcn hez. mit mul iiddireri 

die Ee.sultate, so erhalten wir 


(10.) + - + (L{A.-.) - -f 


at 


Fur u ~ 0, 1, 2, n — \ reia’asorjtiit dui Gleicluiiii: (lO,) die 
dente Gestalt des Systems von liiiearen iJilfereiitiulgleiclmn^en, 
als Functionen von x geiiugen miissen. 




iiule})on-> 

welclieu 


i . 

Uni in eiiie Discussion dieser DitfereiitiuWeiohungeu einzutreten, be- 
ginnen wir init dem Falle n =~ 2. Wir Icuuneii olnie die All^enieinbeit zu 
beeintnichtigcii, wie a. lu G/-^) hervorgeliobeu wordeu ist, den Coefticieuten 
dcr ersten Ableitung 2\ Null voraussetzeiij iind liuben daher, wenii 

mit —p bezeichnct wird, die Difterentialgleichung 


(1.) 


d"// 

ihr 


= py 


zu betracliten. 

Das System von Dilferentialgleichungen fiir lautet in uiiscrein 

Falle**) 


(2-) 

dx^ ex 

(3.) 

0M„ , ctj, ,, 


wo p = gesetzt ist. 

Es sei a einer der singulurcii Piinkte von (1.), so ist in unserem Falle 
z= und es liefert die Gleidiung (iM.) (No. :>) 


Sitzun^sberichte, 25. Februar 1892, S. 1G3 ^). 
Ebonda S. 103-). 


1) Abh. LIX, S. m iiiefles Bandes. R. F. 
i) Ebenla S. 1^5. E. F. 




i1. 




-f {r. 


: ^ij 'i* ^ai 


lUtFi'i’cntih-fu '■vir '!’-'• < tlctchtHLn' ri.) tiucii x uiid < 
Uf.sultutf (lit' iiiit 2 !!i(ilriiil;i irte < tlcichutii: C.!.). so tolut 


'inj i-'*.} 


f-.!, 


v-i 


A\*ir }iir*r:i7i (lit? B(.*nit‘vkunj:(: 

iJrr (iieicliuati; 


ulttrahiren vou dem 


^emu£rt dus Fundii!{;('!it:iNy-.t«‘iu iselbst adjmigirt 
luul zuar su, das^. ixvjidls'- dt‘U (ib^ir-hniiU’L'U (1‘*.) j“*'^< 1^/23 v^ii 

hez. 7 .■' i*^*. tiniii'dra’ Ximi'onluid siiid. 

Wir wimlfii itkn dcr (Tluichuiig (a.), niich dem in Gleiclmng (12.) 
(No. .M (.'iithaltfiHii Satzf. den Ausdnick (L) fur A, unmittelbar erlialten 
ktixiiieii. 

Mir bcliandclii untuiiolir dtii folgendt'n Fall: 

Vttn tlcii singulfireu I’unktfu . . ., der Gleiclmng (I.) seien 

If . II _. v(.n t muddi'Ingig. dagcgcii <r = t. FerntU' sei vorausgesetzt, 

(las> A, fur = a^. ,t . . n ^ verscluvinde und fiir x = t nicht unendlich 

wcrdc. Letzfi're-' tritt allcuiol t in. 'U'enn die urzeln der zu diescii singu- 
litrcu Fiixikteu gclu'irigen (Ifteriuinirendeii Fuudaiuentulgleichuiigen nicht uin 
ganze '/alden dittiaireu. Alter aucli, wcnn fiir eiiu'n dieser Punkte a die 
'VVurzeln i\ sicli uni ganze Zalden uuterscheiden, alter das zugehdrige 
Fandamentalsysteiu nicht von log (.<'--(() frei ist, muss A, fiir x = a ver- 
schwiudcn, wenn a von t unahhilngig ist. Denn ist 


(V.) 

wo If eine positive ganze /ahl, so folgt ans dieser Glt-'iclmng und aus der fiir 
jeden endlichen siiiguiiiren Pimkt der Gleicluing (1.) bc-stedienden Beziehung 


(«.) 

0 '-) 


r, + = 1, 

( ->•, = l+.^/t 
■< 2r, = l-if. 



( 10 .) 


j ’ll = 

wo nacli po.sitiven ganzen Potenzon von w — a fottschreitende Roihen 

sind, die fur x = a nicht versclnvindou, \ind y von Null verscliicdcn, <=0 
rniis-sen in Gleichung ( 4 .) die (ilieder mit und mit sich wcgheben, lUt 
sie mit log(a^ —a) beliaftet sind. Das Glied mit v]" aber versclnvindet fiir 
,r = a. 

Aus Gleiclmng ( 4 .) ergiebt .sich, dass A, fiir einen nicht singulilrcn [uas 
Pimkt der Differentialgleichung (1.) nicht umaidlich wird. Es ist da her A, 
eine ganze rationale Eunction, welche fiir a'~ ..., a ver- 

schwindet. 

Ist Yjj das zu X — jc gclidrigc Fundaineiitalsystem niul ist 



Avo ip, und iPj nach ganzen positivcn Potenzcn von fortschreitende Ileihen 
bedeuten, welche fiir x = oo nicht verschwinden, so ist 

(12.) ‘''i + == 1. 

In Gleichung ( 4 .) wcrdcn die mit lutegralen behafteten Pestandtlieile fiir 
X- = CO nicht unendlich, und die iibrigen Glieder heben sich nur dann nicht 
hcraus, wenn 25,, 2.s’, ganze Zahlen .sind. Findet dieses nicht statt, so ist A, 
fiir a; = oo iiberhaupt nicht unendlich. Sind aber 2.v, und 2.?, ganze Zahlen, 
so muss 

2s,, = 1 + g, 

== ^-0 

sein, wo g eine po.sitive ganze Zahl. 

Ist y in Gleichung (11.) nicht Null, so heben sich die Glieder mit 7),Yj, 
und mit Yj“ heraus, und das Glied mit rvird fiir x — a nicht unendlich. 

Nur Avenn y = 0 , kann in Gleichung ( 4 .) ein Glied vorkommen, Avelches 
fiir « = oo von der (£t + l)‘'"' Ordnung unendlich Avird. In dicscm Fallc ist A, 

Fuchs, mithom. AVerl[«. III. 25 



fine ganze rationale Function vom Grade <7 + 1 . 
verscliwinden muss, so ist 


Oder 


9-1 <y + 1 
9^'/ + 


Da sie fiir x — 


S. 

Sci z. B. <7 = 1, so ist g < 3. 

Wir wollen untersuchen, ob die Gleichung (5.) voriger Nummer durch 
fine ganze rationale Function 

( 1 .) A, = m{x-a^){x-a^) = ?«?(^), 


wo m von x uiiabhiingsg, befriedigt werden kann. 
1126 ] In diesem Falle ist 






• + 




■+T- 






^ {x~aj^ x — a, {x — ((,y x — a^ {x — t'f ‘ x — t 
Substituiren wir den Werth von aus Gleicbung (l.) in die Gleicbiung 


(3.) 


^■*1- _ 4i, _ 2 »'yl + 2 — 

dx^ ^ dx et 


und erwiigen, dass a^, a^, «' von t unabhangig sein miissen, da nacb Voraus- 
sctzung die Wurzeln der determinircnden Fundamentalgleicbungen von t nn- 
abhangig sind, so crgeben sich die folgenclen Bedingungsgleicbungen : 


(4.) 


+ = 0 , 

+ = 0, 

a ——a^) 4-1] = 0, 

I 

/3'[OT(/-a,)(il-uD + l] -= 0, 

m[2a'+^'i2t-a-a,)]-^ = 0, 


Da nicht gleichzeitig a' und /3' verschwinden, so ergiebt sicb aus den 
funf ersten Gleichungen: 



dt ’f(t) 

'H'4. — n 

'• dt • ?(/) P ~ • 

Dutch Integration der drei letzten dicscr Gkichungen erhaltcn wir; 


die 


Gkichungen 

i 




■ + -y 



t 


-a/i 





— fi, * 

*2( 

r// 



wo y^, y' von t unahliiingige (jrd.^seu bedeuten. 

Aus den Gleichungon (0.) uiid der let/.ten der Gleiehungeu (4.) folgt: [m; 

( ("i - «j) '/i ~ 

(7.) I (ft, —ajyj = 

( / = (a„ _ a,)-f «'(«, +'b)- 

Wir kdnnen a, = t), a^= I voraussctzen, dann wird 

y, = — «'+ «, + «j, 

7'i “ “■ f'l’ 

y' = a,—«5 + «'. 

Es sind demnach 

I fj __ (a^-r ci,~a')(t — l) + •2a^ 

i , 

(8.) ^ li, = 

( «' = 

I ' ^d-i.) 

die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen ilafur, dass die Substitutions- 
gruppe der Differentialgleichiing 

\ r cci ofs ^ 

[■?- + T++ + 

von t unabhangig ist. 
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ANMEEKUNGEN. 


1) Die Andcningon gcgen das Original sinci ausgefiihrt cntsprechend den von meinem Vater als Anhaug 
zn der ArLdt in den Sit?.ungs!bericbten im, S. 1127 angegebenen »Errata in der Mittheilung voin 

10. Xov. \^\)3 der Sit/ungsberichtc*. Im Anschluss an die letzte der dort gemachten Augahen ist dann 
noch gesetzt: 

S. 1S4, Zeile 14 2 («-l)^er statt 2 ntfir, 

„ lb4, Gleichung (IS.) + —1 statt + m + 

Zeile V. u. 2n—l statt 2n4-l, 

3n -2 , 3« 

Glcxcliung (Itib.)-— statt--- 

n— I « — 1 

Fenier wurde hinzugefugt: 

S. 172, Zeile 3 v. u. uiid S. 173, Zeile 6 »uud Integrale hoherer Exponentciu. 

2) Za der am Schlusse der Xn. 4, S. 184 gcgebcnen Andeutung zur Aufstellung eiuer Ungleichuug fiir die 
Anzahl der wcscntlicLeii und ansscrwesentlielien singuUlren Stellen sei bcmerkt, dass die Detraclitung 
von allein zu einer genaucn Formulieriing dcrselben nicht fiihren kann. Will man auf dem liier 
angegebenen Wege zii dicscr Ungleichung, wie sie von andereii Gcsichtspunktcn aus (Riemann, Werke, 

11. Autlage, S. 3>‘J, 390: reuNCArA:, Acta Mathematica, Bd. IV, S. 217—210*, L. ScuT.F.arsoEii, Crelles 

Journal, IJd. 123, S. 108 und Handbucb der Theorio der lincarcn Differentialgleichungen IIj, S. 383) 
aufgestellt worden ist, gelangen, so muss man noch Aqj beranzielicii. Im Allgemcinen 

vcrschwindot fiir eine von t verschiedene wescntlich singuldre Stelle von der Orduung n —fur 
x-=t aber von der Ordnung n —i—1. Mmmt man min, was durch eine eiufachc Transformation stets 
m erreichen ist, an, dass x —eine wescntlich singuliirc Stelle ist, so kann A^^i fiir x = oo hOch- 
stens von Ordnung unendlich werden. Bedeutet also die Anzahl der cinfachen Unendlich- 

keitsstellcn von so ist 

— + (n—i) (p-1) + n — i — 1 < « — i, 

also 

Es werden also im AUgemeinen fur alle zusaramen mindestens 

Fnendlichkeitsstellen, d. h. ausserwcsentliclie singularo Stellen erforderlich sein. Die genaue Form der 
Ucglekhung ist also 


n(M—l)(e—1)^ 2m + 2« — 2. 



OJ ZJll UCllI 


itj I iiixu {.3 lJUiiaxiuuitpCix x'v<Liir 




SO ist 


05 

'r;t 


-ll 




y - 


1 

Y oj' 




(I 


fc >2 ,t. 

cti 


wcnn f und 9 willkurliclie Fuuctioncn ihr».3 Ar^nimciits ?ind und 



die SciiwAiizsi'he Derivirte von | nacli x bedeutet. 


Wenn nun 


so ist 


Wird dann 


gesetzt, so ist 



Ui fx- 

■a^ J Cc — ii^ 



1 


Vf zzr. 

91^7' 

1 _ 



9 IX) 



(/X-U. j 


T'... ! 


\ i- 



oil.'' winkiirlii'lio Function ihxcs Ar^uiucnts i.-t, das alliroaiemc Inte.tral der Dinorcntialgkicliung 
fiir In deia Falle der No. b ist 



fx — r., ) 17 — a.. 
06 '- (tj I I 


Jn der Tliat gcht, wenn 


« 


fx—a, 


und 


y = 




1 

r,(n) 

0.^ 

cx 


gesetzt wird, die Diflcreutialgleielmiig fur y (Gl. IK, No. S) liber in 

5-t^ _ «j ?£- + {«'--—£.'2 -fa, ^ 

5w- —1)- ** 

4) Bemerkensworth ist S. ISO, Zcile “> und S die Bezoudmung ^wirklich singuhiror Funktf- tur cine singtdare 
Stelle, die sonst von meinem Vater immcr, wie z. B. auoh in Sat/. ( A.) dor No. 1 »wesentlicb singularer 
Punkt« genannt wird. ^ • 





Lxin. 


REMARQUES SUR UNE NOTE DE M. PAUL VERNIER. 
(Journal fur die reine und angewandte JIathematik, 1.114, 1895, p. 231—232.) 


Dans le Bulletin de la Societe Matheinatique de France t. XXII, [231 
8, p. J3M, M. Paul Vernier vieiit de publier une note intitulce: vsur les 
formes binaires dont les variables sout des integi'ules foiidamentales d'une 
equation differentiellc lineaire du second ordre >. 

M. Vernier vent indiquer une demonstration du theoreme suivant: 

(«) Si une forme binaire dont les deux variables sout deux integrales 
foiidamentales de Tequation = Py est egale a une rucine dbme fonction 
rationnclle de elle renferme, a une menie jjuissance, tons les facteurs lineaires 
qui forment un systeme reduit de racines pour Tequation irreductible veritiee 
par Fun de ses facteurs lineaires. 

Dans mon memoire t. SI de ce Jommal p. ill—115^) on pent lire les 
deux theoremes suivants: 

II. Inversement, etant la racine d'une fonction rationnelle et 

Fun des facteurs de la forme, et ..., formant 

un systeme reduit do racines de Fequation irreductible veritiee par 7j, alors 
7 ]^ a la forme tj. = A,^y^^ A.^y^^ et la forme Fiy^^ y.^) renferme aussi les fac¬ 
teurs 7 ]^, 

VI. Si.une forme f{y^^y^) est la racine d*une fonction rationnelle, elle 
renferme tons les facteurs qui forment ensemble lo systeme reduit d’une 
equation irreductible, a une meme puissance. 


1) Mem. IX, p. 29->31, t. H de c«tte edition. K. F. 



r«*mts I i t VL 

]Mais cette comj>o>itiou rtaiit ja’esque Uttci*ale et renfermant, en par- 
ticulic-r, la terminolo;j;ie ([ue j‘ai introduite dans mon menioire cite, je ne 
peux pas supposer <jue M. A’kunieu ait eu rintentioii de faire croire que le 
232 ] thcorenie (a) etait im tla^oremt* nouveau, je suppose plutdt que M. Ver- 
NiEu a oublie d'indiquer l originc de ce theorome. 

Muis aussi dans la di'monstration du theoreme («) contenue p. 135 du 
Bulletin, M. Vkrnu:u a sinqdement re[>roduit la demonstration des tlicoremes 
1. et VI. que j'ai donnee p. 114—115^) de mon memoire cite. 

J‘ajoute les remurqiies suivantes; 

Vlkmer di’veloppe ji. 133—134 du Bulletin un lerame, dont il tire 
la constapience i|ue f etaiit raciiie d'line fonction rationnellc, Ic hessien 

de la forme /*, est laissi ruciiie d’uiie fonction rationnelle. Mais pour tirer 
cette consequence, il wo faut pas partir d'uuc expression explicite du hessien, 
car le liessien ctant un covariant de f\ ce theorome n’est qidun cas special 
du theoreme p. loij, th. II1~) de mon memoire cite dont voici la teneur: 

Soit //j, un systi*me fondamental d’integi’ales de Tequation (B.) = P^/j, 

tons les covariants d'lme forme qui est egale a la racine d^unc fonction ration¬ 
nelle, sont aussi dcs rriciiies fie fonctions rationiielles, 

Mais eiitin on ne saurait du tout coniprendre, pourquoi M. Vernier fait 
intervenir ledit lemme. Il aurait ])U omettre tout le contenu des pages 133 
et 134 du ISulletin ([ui suit les mots: ;j'indiquerai ici ime demonstration tres 
simple de ce theoreme*', comme il ifen foit aucun usage dans la demonstration 
du theoreme («) [k 13r> du Bulletin, quil a emjnaintee completement aux 
Images 114 —115^) de mon memoire cite. 

Mais je voudrais bicn savoir, quel est le but de la note de M. Vernier, 
puisquil emprunte a mon memoire un theoreme, de m 6 me que sa demon¬ 
stration, sau.s indiquer la source dans laquelle il les a puiscs? 

Berlin, uovembre lSt»4. 


i, XX, p. 1. I[ (I@ ccU« tditioii. U. F. 

2 nil. p.Jl. K.F. 



LXW. 


tJBER DIE ABHANGIGKEIT DER LOSUXGEN EIXER I.IXEAREX 
DIEFEREXTIAT.GLEICIIUXG ^'OX DEX IX DEX COEFEIC’lEXTEX 
AITFTRETEXDEX PARAMETERX. 


(Sitzuiigsbcrichte der Konigl, prous.-i'clipn Aliadornie dor \Vi ? sen soli af ten za Berlin, 
1895, XXXVIIL S. 905—920; vorgeiegt am 25. »Tuli; aiisgegeben am 1. August 1S95.) 


Die folgende Xotiz bezieht sicli auf die Frage der Abhiingigkeit der [o^s 
liOsnngen eiuer luieareii lioiuogeueii Diiibventitdgleiclaing Yon eiiiem in den 
C’oefticienten derscdben aiiftreteuden Pariimeter, welclie icli bereits in eiiier 
lieilie frillierer Aufsatze in den Sitzungsbericbteii ins Aiige gefasst babe* 
"Weim die C’oeflicienten der zur Dilferentialgleicliung gehorigeu Substitutions- 
gruppc vom Ikirameter iinabhiingig sind, so geniigen die Intcgimle der DitFe- 
rentialgleichung, aufgefosst als Fimctionen des Parameters, ebcnfalls eiuer 
linearen hoiuogeucn Ditferentialgleieluing bbchstens derselben (Irdniing, win 
die Yorgelegte*). bietet sicli naturgernass die Aufgabe dar, festzastellen, 
was umgekelirt fiir cine Yorgelegte Ditrerentialgleicliung, deren (/oefricicnteii 
rationale Pkmetionen der nnabhangigeii Variablen nnd des Parameters sind, 
gefolgert werden kann, wenn es feststeht, dass ein Ikindamentalsystem von 
Iiitegralen derselben, aiifgcfasst als Pkiiictionen des Parameters, ebeufalls einer 
linearen bomogenen Differentialglcicliung Genlige leistet, deren Cocflicienten 
rationale Pkinctionen des Parameters und der uuabliangigen Variablen der 
vorgelegten Differentialgleicliung sind. 

Siche Sitzun^sbericlite vom 25. Febmar 1S02, S. 165 0- 

1) Abli. LIX, S. 120 dieses Bandes. K. F. 

Fttcha, matliera, Werke, III. 
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tier Vuriableu ./• finer linearen lioniogenen Bifferentialgleichung zweiter Ord- 
nung, deron Coefricienten rationale Functioneii der Variablen « und eines der 
Verzwcigimgswerthe u. Dassclbe Integral z, aufgefasst als Function dcs Ver- 
zweigiingswertlies gcniigt oinci* lincaren lioniogenen Bifferentialgleicbung 


der Form 




da 


0 , 


Q(~) — F Ai- 2 +''' + ^o 


906 ] wo (/,, rationale Fimctionen von x und u, /?„, /3,, rationale Func- 

tionen von u allcin sind und n den Grad des lladicanden der zu Grunde 
liegenden Quadratwurzel bcdcutet. — Die Folge aus diesem Umstande ist 
aber, dass die Periodicitatsnioduln -q des liyperelliptischen oder elliptischen 
Integrals der Differentialgleicliung 

(2(r,) = 0 


Genilge leisten. Diese Periodicitatsmoduln sind aber eben niebts 
anderes als Coefficienten der zur genannten Differentialgleichung 
zvveiter Ordnung zugeliorigen Substitutionsgruppe*). 

Wir bcschranken iins an dieser Stelle der Kiirze halber darauf, die Aus- 
fiihrung der oben bezeiclinetcn Aufgabe an dem Falle vorzunebmen, dass die 
vorgelegtc Differentialgleicbung der zweiten Ordnung ist, und dass von der 
Voraussetzung ausgegangen wird, dass die Differentialgleicbung, welcber die 
Integrale derselben als Functionen des Parameters aufgefasst geniigen, dritter 
Ordnung wird. 


Es sei vorgelegt die Diff'erentialgleicbung 

/j \ d z Ss j 

(1.) + = 

deren Cocfficienteii rational von x nnd y abhangen, nnd es \v^exde vorans- 


♦) S. meine Arbeit in Grilles Journal, Bd. 71, S. 91 ff. 0- 


YHI, S, 241 ff., Band I dieaer Aosgabe. K. F. 



von V/, eincr Difierentialgleiohung 

cip • ' ip r ,'7 ■' ■* 






deren Coefticicnten e])enfall.s rritionale Fuurtiunen von / iind v <iiul, 
Sei 


(3.) 


9 


(j\ //} 




vi'o G{j'^l/) uiid ^anzc rationrdii Fuiictioneii ohiie gemeiiiS4*haftU(‘heu 

Theiler siud, uiid zwar 

(4.) Jlix, in =: Hnx, !fp IIAX. ifP ... 74F;. 


wo positive ixanzc Tlahleiij ILJx.jf] irreductible gauze rationale* 

Fiinctionen iind von //.(.’',//) verscliieden, wenn !: niul / ver- [90; 

schiedeii sind. ALsdaiin kaun man bekauiitlieh // in die Form bringeu: 


(5.) 


9 



9} 


d [ Fi a', //) IIJ }f '^ }lAX. If),, . //,U, ?/) 1 
dx [ H\ .i\in j’ 


wo Fj^(xxj/) imd T^(a',/y) ganze rationale Fnnctioneii von x, deren Coeflicienteii 
rational von ?/ abhiingen"^). 

Bezeiclmen wir die Wiirzeln der Gleicliimg 


(ik) 




in Bezug auf x als Unbekamite init so ist 


(^0 




Wir machen nunmehr die vereiufacliende Voraussetzung, dass von 

y unabhangig sind. Diese Voraussetzung ist beispieksweise erfiillt, wenn die 
Integrale der Gleichimg (1.) sich iiberall bestirnmt verbalten iind die Wurzeln 
der determinirenden Fundainentalgleiclnmg von ?/ imablnlngig sind. Wenn 
... von y abhangen, so ist, mit Eiicksicht darauf, dass nacb dem 
PuiSEUxschen Satzc diirch Umliiufe von y jedes in jede aiidere Wurzel der 
Gleichung (6.) ubergefiilirt werden kann, nnd andererseits darauf, dass solche 


■) Vergl. IIerhiie, Cours d’Analyse, premiere partie, annee 1873, p. 2G3. 
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Umiaiife die rechte Seite der Gleichung (7.) nicht andem, 


(S.) «ii = == • • ■ = “*• 

Es ist daher 

[ dajg 1 

df , du 

_(a: —flii)’ J 

6’ r V\x, y) E,(x, ?/) H,(x, y)...E, 
dxdyi M{x,y) 


und demnach 


( 10 .) 





\ V{x,^j)II,{x,y)E,(x,y)...H, 
L E{x,y) 


eine rationale Function von x und y. Zu den Summen liefe 
Factoren H^{x,y) einen Beitrag, fiir welche ... von \ 

9og] Substituiren wir nunmehr in die Gleicbungen (l.) und 


( 11 .) 


z = e 


Ifgdx^ 


indem wir bei der BUdung von Jgdx axis Gleichung (5.) 1 
hangiges Glied hinzufiigen, so verwandeln sich (1.) und (2.) 


(la.) 

{2a.) 




+ 7(j t = 0, 


df 




1’1 + P 

T i 


df 


dy 


+ PJ 


0 . 


Der Coefficient \ und nach Gleicbung (10.) auch 
P^, sind rationale Functionen von x und y, ui 


CBER UNEARE DIFFEEENTIALGLEICHCNGE5, 


d'z 6 “^ 6z ^ 


v-v . -f a 0^ • / ,- 

ausgelieii, in welchen rationale Functionen vc 


Bezeichnen wir der Kiirze halber ~~rJ-r mit U'J), 

ax‘oy^ 

malige Differentiation der Gleichung (B.) nach x 


(1.) (1,3)+2;,(1,2) + ;,,(1,1)+ -g-(0. 2iI) + ^ 


(2.) (2, 3) +^,.(2, 2) +2),(2,1) 4- 2^(1, 2) 4.;,,(2, 0) + 2 


^^.-(0.2) + 24^ia,0j-4 4:^- 

dj: ox - ^ cx' 


Die dreimalige Differentiation der Gleiclmng (A.) n; 


(2, 1; + /- ‘‘0, 1 j -f — -U. 0* = 0. 
■ • ' ■ cy . 


(2,2) + ^(0,2) + 2||cOA) + ^,0,0) 


(5.) (2, 3) -f k{0, 3) + 3(0, 2) -f 3 —lO, 1) - [0 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 


(C.) A(l, 2) + BiO, 2) + (7(1,1) + D(l, 0) + E{0, 1) -f F[ 



B = 

a"i>, 

cx* 


D = 

■2 

dx 


20i> 


CbEK IJXEARE DIFi'EEENTIALGLEICHL'NGEN. 


A — 

dA 

• 4- 


B, = 

4 1 oB 
- Ah + -IT— 


dx 




CX 


dC 




^ dD 

C, = 

dx 

+ x 

B, = 

FAr-^, 




ch 

- Ch + - 

dF 

F, = 

—. 2 

A 

vii 

dx ’ 

F, = 


A 

6®/i 


dF 

-Dh + -j-- 





CIJ 

CX 


Aus (C.) und (D.) ergiebt sich: 

(E.) B,(0, 2) - C,(l, 1) + D,(l, 0) ^ F,(0,1) ^ F,(0, 0) = 

wo 

jB, = AB,-A,B; C, = AC[-A,C; B, = AB, 
\ E, = AB,-A.E: F, = AF^-A^F. 

Die Gleicliung 

(9.) B, = 0 

lasst sich in die Gestalt bringen: 

A^-^^-B^-hA^-B^ = 0 

oz dx 


910] Oder 

Setzen wir 

( 10 .) ^ 

so geht diese Gleichung uber in 


B _ d log u 

'A ~ dx~' 


CBER LiNEARE mFF£RESTIALGLEI<:Hi:.NGEX. 


Tritt dieser Fall, den wir spiiter einer be 
suchung unterwerfen werden, iiirht ciii. ■sind : 
liche Coefficienten der Gleiclmng (E.j Zs'ull, ii 
von Null verschieden. 


3. 


Sei ein Fundamentalsystem von Integralen 

welche zugleich. Gleichung (B.) befriedigen, und seien a 
Zweige von oder z . in welche diese Fanctionen nach 
Vaiiablen x iibergeben, so folgt aus (£.) 

j Itj + T — 0, 

I + + = 0, 


(F.) 

wenn wir 


( 1 -) 


S., 


B, 


IL 


B., 


•2 B, 

■ C-lt ■ cx 


E,z,. 




Cj) 

c¥' 


CX 




setzen. 

"Wir setzen zunachst voraus, dass von Null verse 
Es konnen nun zwei Falle eintreten: 

I. Es giebt unter den Zweigen der Functionen z^ o 
die verscMedenen Umlaufe der Variablen x erzeugt were 
solche, fur welche 
( 2 .) 


£ == ad'-— 
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Setzen wir 
(5.) 


Cbeb LINEABE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 


Biz) = 


“ dy 1}^ dx ^ ’ 


so folgt aus den Gieichungen (3.), dass D(^i) und 
Gleichung (A.) sind. 

Im Falle II folgt aus (F.) 


( 6 .) 


I Sji?,+ 2, J?, — 0, 
\ 


d. h., da 2 ^ ein Fundamentalsystem von Integralen der G 


( 7 .) 


2 , = 0 , 2 , = 0 , 3 , = 0 , 3 , = 0 . 


Aus den Gieichungen (7.) folgt 

( /= c«'; ^’= 

( (c-O««/!'= 0, (e-cJ«T' = 0, 

wo c und Cj von x und y uxiabhiingige Grossen bedeuten. ' 
Gieichungen erfordern, dass entweder a'= 0 oder (3'= 0 
= 0, Oder endlich = c. Fiir a' = 0 miisste nach dei 
auch "/= 0 sein, und demgemass nach den Gieichungen 
D{ 2 ^) der Gleichung (A.) Geniige leisten. Fiir |3'= 0 folg 
Gleichung (S.), dass auch 6'= 0 , und dann aus den Gleic 
die Function D{zJ die Gleichung (A.) befriedigt. Fiir 
a*’ =r 0 , j3*’ = 0 folgt aus den beiden ersten Gleichunge: 
f” = 0 , = (t, dass also /3', y\ 8’ von y unabhangige 

912 ] annehmen. Es ergiebt sich alsdann aus (F.), dass fiir 
Hebe Integral der Gieichungen (A.) und (B.) 

(9.) u = az^ + hz^ 


CBEE tlNEAEE DJFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

chung (A.) -gj niclit auftritt und demgemass —<^1^ 
wird, 

(11.) ad-fiy = I. 

Substituiren wir in diese Gleichung die Werthe y und ^ i 
(10.), so ergiebt sich 

= 1, 

also 

r, a — r^' = 0. 

Sei also 

(12.) H = + 

so folgt aus (F.), dass JD(u) der Gleichung (A.) Geniige 
nicht beide Grossen F und F^ verschwinden, weil sonst 
laufe von x aufhoren wiirden ein Fundamentalsystem zu 
Fassen wir das Torhergehende zusammen, so ergiebt 
I. Wenn vonXull verschieden ist, so exis 
Gleichungen (A.) und (B.) gemeinschaftliches 
welches die Function 2 )(?;) ebenfalls die Gleichu 
Sei ein anderes gemeinschaftliches Integi'al der G 
(B.), welches mit u ein Fundamentalsystem fiir die Gl 
und moge nach einem Umlauf der Variablen x die Fimc 

u = Am + fiMj, 

so geht D{u) Tiber in 

(13.) X»(«) = I)(u) = XD{n) + ^DM + 2^u + 2\ 

Es muss aher auch ein Integral der Gleichung (A 

ist auch 
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LBEB LINEAKE DIFFEKENTIALGLEICHCNGEN. 


dessen logarithmische Ableitung nach i eine rati 
von X ist, so giebt es stets ein Fundamentalsystem 
der Gleichung (A.), welches ebenfalls die Gli 
friedigt iind so beschaffen ist, dass D(^J, de; 

Geniige leisten. 


Setzen wir zur Abkiirzung 


A 

A. 


a, 


11 


B. 


6, 


( 1 .) 


D(.) . + + 

CIJ dx ^ 


\ 


B{z) 




dx^ 


+ hz, 


so ist 

(2.) P(J)(^)) = 2(2,1)+ a(3,0) + 




+ 


e’a ^db ■ 


(2,0) 

( 1 , 0 ) + 2 ^( 0 , 1 ) + 


a* 5 


ap 


1st 2 ein Integral der Gleichung (A.), so folgt aus die 
aus Gleichung (3.) No. 2 


(3.) P{Diz)) = 



■a*a a&i 

dB 

— 

.ap ax. 

dx 


d i da dJi 

-a^r— 

ox 0x dx 


Bilden 2 ^, ein Fundamentalsystem von Integralen c 
von der im Satze II. voriger Nummer angegebenen Beschaf 

(4.) B{B{z,)) = 0; P(J)(^j) = 0. 

914 ] Ba Ton Null verschieden ist, so muss den 


Cber lixeaee differextialgleichuxgex. 


Es miisste demnach die Differentialgleichimg: 


( 8 .) 


6 ^’ ,, e- 6h . , dh 

— -f* 2 “J- 4 ■“— = U 

ax ax ax ci/ 


durch die rationale Function a von x und y befriedigt 
Der Gleichung 


(9.) 


c’ir dll' , ch 

ax ox ox 


genugt das Fundamentalsystem von Integralen -z^z, 
selbst adjungirt, und zwar sind {—•s'li'j! v^' nnd bezw. 
ander zugeordnet *). 

Es miisste also der Aiisdruck 


( 10 .) 



'•2 


2 



..r,^ ilx 


I 


dli 


eine rationale Function von .r werden, wenn die Gleiclr 
rationale Function von -x befriedigt vrerden soil. 

1 st aber der Ausdruck (10.) eine rationale Function 
Coefficienten der Substitntionen der zur Gleichnng (A.’ 
von y unabhangig**). 

Wenn wir dieses Resultat mit den Eesnltaten der V( 
mern zusammenbalten, so gelangen wir zu dem folgenden 

Soil ein Fundamentalsystem von Integrale 
(A.) der Gleichnng (B.) geniigen, so muss die G 1 
weder ein Integral zulassen, dessen logarithn 
nach X eine rationale Function von x ist, ode 
Kategorie derjenigen Differentialgleichungen, d 
y unabhangige Snbstitutionen besitzt. 


von uiid If sind*); es miisste demnacli die Gleichung (. 
rediictibel sein. 

Es bleibt uns also nocb iibrig, den Fall zu untersuch 
Gleichung (A.) ein Integral besitzt, dessen logarithmische 
eine rationale Function von x ist. 


Es sei jetzt 

, ,, f^dx 

(1.) r, = e-' 

ein Integral der Gleichung (A.), wo eine rationale Fur 
wollen nunmehr voraussetzen, dass 31 die Gestalt habe 


X —a, X —a. 


wo die Grossen a,,aj, von einander verschieden, un 


5 m. 2 7 . • . j 


von X unabh^gig seien. Substituiren wir in Gleichung 


Die eben gemachte Yoraussetzung schliesst also die in sich 
der Gleichung (A.) sich uberall bestimmt verhalten**). 
Wenn nach einem Umlauf der Variablen y 31 sich in 


verwandelt, so mussen die Grossen a', a', wiederum 

schieden sein, und es ist 


j^ax 


LBER LINEARE DIFFEEEXTIALGLEICflUXGEX. 


Aus derselben ergiebt sicli 

(6.) = -la-S’]. 

1st a^. = a\ = a, so muss eine der Functionen 3t — M' 
X — a unendlich werden, da sonst c, = (t, «' = 0 sein mt 
1st «j—ttj von Null verschieden, so ist die linke Seib 
fur X = a unendlich wie-—, folglich ist 


(7.) 


= 1. 


Ist «j—= 0, so muss 


( 8 .) = 

sein, wo q die Ordnung bezeichnet, in welcher 9i — 31’ fiir 
Ist a[ ein "Werth, der sich nicht unter den Wertlien 
durch einen analogen Schluss aus Gleichung (6.) 

(9.) «’ = 1 

und ebenso fur wenn dasselbe nicht unter den a] bed 
( 10 .) - 1 . 

Aus den Gleichungen (7.) bis (10.) folgern -wir, dass 


( 11 .) 


Kv ^ . C 


’^{x) 


eine rationale Function von x darsteilt. 

Es mussten demnach*) 2^, 2.^ die Form haben 


214 


Tree lixeare differextulgleichuxgen. 


wo und ganze rationale Functionen von x o 

Theiler sind. Es sind alsdann fiir die Xullstellen von '^{x] 
functionen in (12.) endlich, der Factor aber unendlicl 
nach i{b) nur Null fiir Werthe. ftir welche It unendlich 
aber miissten sleichzeitig unendlich werden. "iTenn 

setzen, dass 3i —3{' nicht von x nnabhiingig ist, so bilden 
chung (1.) und (la.) ein Fundarnentalsystem von Integrah 
(A.). Es iniis-ste demnach fiir dieselben Werthe von x jec 
917 ] Gleichung unendlich werden. Aber die zu den singu 
Gleichung (A.) zugehorigen determinirenden Fundamentalg 
die Gestalt 

(14.) v(v — l) + z = 0, 

d. h. fiir das einem solchen singularen Punkte der Gleichun 
Fundarnentalsystem ist die Summe der Exponenten gleich 1 
nenten konnen also nicht beide negativ sein. Also ist 
abhiingige Grosse, itnd man hat 

(15.) ? = G(x)-, 

d. h. g ist eine ganze rationale Function von x. 

Die Differentialgleichung dritter Ordnung (8.) in No. 4, 
als h undamentalsystem besitzt, hat demnach eine ganze r 
G(i') zum Integral. Besasse dieselbe noch ein zweites Ii 
eine nicht bloss urn einen constanten Factor von I 
ganze rationale Function bedeutet, so miissten sich die voi 
Grossen A, B, C so bestimmen lassen, dass 

( 16 .) Asl+C4+BG = G^ 


CbER LIN'EAEE D1FFEKE>'TIAL(.LEICHI-NGEN. 


Function von x sein. Sehen wir von dicsern F:iUe. in wt-l 
(A.) diirch Wurzeln rationale!- FuTietioiieii integiirt were 
hiitte die Gleichung (S.) in Xo. 4 nur eine ge.nze ratio 
Integral. Die Coefticientea desseiben sind bis auf eiaeii 
Factor aus der Gleichung (S.) in Xo. 4 als rationale F 
bestimmbar. Bezeichnen wir dieses Integral mit 
cienten von Hix) rationale Functionen von y sind und I’ 
so konnen wir setzen 

(17.) cp(j-) = VRix). 

Substituiren wir aus Gleichung (i‘2.) in die Gleichung {j. 



"VVird der Werth von '^(x) aus (Is.) substituirt. so folgt 
/ dRix) V 

(19-) -T 


cx 




HiX) 


f-i- 


2 if i XI 




wodurch (^-1^ sicli als rationale Fimction von y bestimmt. 

I. Hiernach wiirde, wenii wir von demFalle j 
chem die Gleichung (A.) algebraisch integrirhar 
cluing diircli ein Fundamentalsystem von Integ 

/ 1 € ^ 

S'. 


( 20 .) 


V ,><ir 

wJ'Ja 

H e 


z, = H 


1 __A_/ 

2 21’J 


clr 


if 


befriedigt werden konnen, worin H eine ganze rai 
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6 . 


Wir wollen nunmehr noch den Fall naher betrachten, 
(A.) nur ein Integral besitzt, dessen logarithmiscbe Able 
rationale Function ist. Alsdann hat nach voriger Isumn 
die Gestalt 


rndx 


(1.) = c , 

wo 3i eine rationale Function von x und y darstellt. Wir 
in Gleiclmng (2.) Xo. 5 die Grossen von y 

alsdann zerfallen die algebraischen Functionen von y, 
derselben Gleichung auftreten, in Gruppen von der Bescl 
zu einer Gruppe gehorigen bei den Umlaufen von y sich 
vertauschen. Es milssen daher die Grossen welc 
Gruppe bildenden Grossen a,, gehoren, einander j 
konnen also aus (1.) und (2.) Xo. 5 folgem 

( 2 .) 

919 ] wo Pj, Pj, ganze rationale Functionen vc 

Coefficienten rational von y abhangen. 

Bekanntlich ist 

■ dx 


(3.) 


8 


. f dx 

J ^ 


ein Integral der Gleichung (A.), welches mit 2 ^ ein Fundam 
Substituiren wir in (A.) 

(4.) ^ = Sv, 

so erhalten wir eine Differentialgleichung 

d^v di' 


UBEE LINEAEE DIFFERESTIALCiLEICHUXGEJf* 


deren Coefficienten rationale FunctioTieii von £ 'iiiid m 
dieselbe aucii jeder Zweig von welcter darch die UiiiH, 
y erlialten wird. 

Diese Zweige haben die Form 

(8-) ?. = 

wo a eine der Grossen in Gleicbung (2.) h 

nnr von y abbangig ist. 

Die Gleichung (7.) muss in Bezug auf y rediictibel st 
irreductibel iind substituirten wir t\ in dieselbe, so erliiel' 
bomogene Differentialgleichimg flir ^ von gleicher Orcinuii 

( 9 -) + ih + ■'■+ P,n ^ = 0 . 


Da die Coefficienten p , p,, ■ ■ ■, p,.,i sicli dnrcli ein Fnni 
Integralen (3^, ..derselben. welche als Zweige eint 
unabhangig sind, und durcb ibre Ableitungen nach ?/ ratio 
so mussten p^, p^^ ■ ■ ■•, p^ von x unabliiingig sein. 
lifisst sich beispielsweise P(i') in der Form 


( 10 .) 

darstellen, wo 

( 11 .) 


Pi^) = r,$(^) + r.i|M + ... + r„-^|-P 


Qi^) 


6s 


d^s 


+ Qy + ••• 


irreductibel in Bezug auf y ist, und wo r^, ..., ratioi 

y sind, so wiirde sich fiix /3 die Ditferentialgleichung 

( 12 .) ^(^) = 0 



ANMEEKUNGEN. 


lEderangen gegen das Original. 

Es wnrde gesetzt: 

S. 202, ZeOe 10 t. n. vnrde >darauf« hinter halber Mnzugefugt, 

„ 207 wurde am ScMuss der Gleicimngen (1.) »u. s. w.« Mnzngefu 

„ 208 nach den Gieiciningen (7.) »Aus den Gleidmugen (7.)« statt 

, 209, Gleichung (14.) statt 

„ 210, „ (2.) 2 ft (0,1) start A (0,1), 

„ 214 wurde nach Gleicliioig (15.) »d. h. cp ist eme« Mnzugefugt, 
Zeile 9 v. u. >eiiie niclit bloss urn einen constanten Factor« 
blossen constanten Factor«. 

2) Zs Gleicliimg (8.), No. 3, S. 208 sei Folgendes bemerkt: Aus (7.) folgt nicbt 
baide Ton unabbangig sind. Man kann aber z. B. auf folgende Weise zu 
Biiultat gelangen: Wenn keine der Grossen f, gleicb Null ist, so i 
uni beide ¥on y unabbangig, d. i. Annabme (10.). Ist aber irgend eine der 
Kill, so lebren die Gleicbungen (F.), dass sicb entweder und oder 
I) (Mg) Oder 4 und D(^ 2 ) nur durch einen constanten Factor unterscbeiden, d 
GMciuag (A.) geniigt. 
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tJBEE EINE KLASSE LES'EAREE HOMOGENEE DI 

GLEICHUNGEX. 

(Sitznngsberichte der Konigl. preassiseben Akademie der "Vtlssensclii 
XXXIV, S. 753—769; vorgelegt am 9. Juli; ausgegeben am 


1 . 


Sei 


(A.) 


d^u 




+ ...+p^u = 0 


eine lineare homogene Diffexentialgleichung mit eindeutigei 
der BeschafFenlieit, dass die za jedem beliebigen Um 
z am einea oder mebrere singalare Paakte der Gleich 
Faadamentalgleichang darcb die reciproken Werthe der 
Gleickang befriedigt wild, welche aas ihx darcb Tertaa* 
cienten der sammtlicben Potenzea der Unbekaantea mit 


220 Cber EIN'E klasse linearer homogener differextialgli 
Die einem beliebigen Umlaiife XJ von z entsprechende 


'«u 

«» 

• •• «i» 



• - ^23 

.^ai 

n 


• • • 

. 1_ 


welche erleiden, tvollen wir kurz mit (a^) be5 


ia»,l die Detenninante dieser Substitution bedeutet. 


i M 


Da in der Gleicbung (A.) das Glied fehlt, so fol 

(C.) 

754 ] Die Fundamentalgleichung 


= 1 - 


Oil-® ••• “n: 


= 0 


i ®*n • • • ^nn ® 

bringen wir in die Gestalt 

(D.) (— 1 )" o>" + a, + «, tu”"’ ^-h «„_i «> +1 

Nun ist bekanntlich 

(E.) = 


wenn mit jRj eine Hauptunterdeterminante Ordnung der 
bezeicbnet wird, und wenn die Summation in (E.) sick an 
Hauptunterdeterminanten P"" Ordnung bezieht. 

Wenn wir, wie im Eolgenden stets, den conjugirten W 
a mit a' bezeicbnen, so hat unserer Voraussetzung gemass d 
mit der Gleichunsr 




t’BER EIJfE KLASSE LINEAEEE HOMOGEXEB DiFFERENTIAXGl 


Die analogen Gleichungen gelten unserer Voraiss'-trziin^ gei 
stitution, welche durcli einen belieldgen Uiiib 

1st (&^) eine Substitution, welcbe durd 

erleiden, so betracbten wir die Substitution, welcher <#., i 
Umlaufe Z7, C, V, in dieser Reihenfolge nach einander ange\^ 
werden. 

Sei 

(^•) i^ii) — 


wo wir 
(3.) 

gesetzt baben. 

Es ist alsdann 



'1,0 .. 

. 0 ■ 

(A) = 

0 A, .. 

. 0 




0 0.. 

• ^n. 


(4.) Cij = Ci, h,;+ A„. 

Die inverse Substitution von (c^,) ist 

( 5 .) 


Nun ist 


(6.) 



'A,, 


(««)" = 

• 

. . . . 


.An 

• * • ^asi, 



... 

11 

■ 

. . . . 

1 


... B^^ 

in 

n \ 
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Wir woUen die Gleicliung (F.) insbesondere fiir ^ = 
ziehen. Sie lasst sicb alsdann in die Form bringen 

(8.) + — + a®, — -^11+ 

Da eine analoge Gleicbung fur jeden beliebigen Umlauf, 
Aufeinanderfolge TJCV gilt, so ergiebt sicb aus den Gleich 

(9.) Si Si (-^M~ 

1 1 

AUgemein wiirde fur die Substitution 

welche dem Umlauf J7, dem r-facb wiederbolten Umlauf ( 
F, in dieser Reibenfolge angewendet, entspricbt, sicb erge 

(9a.) = 0, 

1 1 

fur jeden beliebigen ganzzabbgen Wertb von r. 

75 s] Setzen wir r = 0, ], 2, re —1, so folgt aus dem en 

von Gleicbungen, da von einander verscbieden 

(10-) = Si%V 

1 1 

Da diese Gleicbung fur zwei beliebige Substitutionen ( 
Dififerentialgleicbimg bestebt, so konnen wir in derselben 

(li-) (S«) = (^), 

= 0, fiir ={= Z, 


also 


Cber eine kxasse lineabee homoge>er differentialgi 


(eu) = 

( 12 .) = 

d. h. nach den Gleichungen (4.) und (7.) 

(13.) ~ 

1 I 

also in Folge eines ScHusses, der dem an den Gleichu 
gemachten Schlusse analog ist, 


(BL) 


Fiir 

(14.) 

{ (6u) = (««)-% 1- 

1 iK) = (A.), m = M 

ergiebt sich aus 

(H.) insbesondere 

(H.) 

J;^a^ = A-^a^p. 

Fur 

(15.) 

(JA = ('^«) 

ergiebt die Gleichung (H.) 

(H2-) 

Al,A^^ = cr,.j,a^. 

Fur 

(16.) . 

(6y) = (fla)(r)(«H), 


also 

4" ^k2 ®s2 ^2 4" ■ ■ ■ 4' ®i)s j 

■ _ (B^) = (.4«)(A-)(^«), 

= -tin + -^is -^22 "1- + ^bt K 


•TaI o'I'. 
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Weim die Integrale ii,. der Gleichung (A.) nacli einem 

(18.) «j = t<, + a;._, + • • • + u„ 

venvandeln, so gehen die conjugirten Werthe ¥, dieser Ini 

(19.) = alX + u', + ••• + 

fiber. 

Wir bilden numnehr die bilineare Form 
(J.) 3 = A, u[ + Aj u„ t(' + • • ■ + A„ M„ 


mit constanten Coefficienten A^, imd wenden auf t 

Umlaufe U der Tariablen .? entsprechenden Substitutionen i 
dann gebt 'f fiber in 

? ~ Si,« 

WO 

(20-) Pil = A, a,, a^j + A, a;^ + • • • + A„ a'„i. 

Wir bestimmen nunmehr A^, A.^, .... A^ den Gleichun^ 
(K.) P„ = 0, P„ = 0, ..., P,„ = 0 


gemiiss, aus welchen sicb ergiebt: 


(K,.) 



Aus den Gleichungen (H^.) folgt, dass die Verhalta 
-4j, A^, ..., A^ reaie Werthe haben. 

Substituiren wir diese Werthe in so ergiebt sich 
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folglicli mrd 




woraus hervorgeht, dass die Gleichungen (21.) sich uingest 


( 22 .) 


a. 


1 -^ll I 


1st demnach k 1 , so 

folgt 


(L.) 

Pi = ‘J, 


wabrend 



Py. 

a.r 

— “kA’i 

A 


a lA. 

also 

P^ _ .--A _ 

A: 


A A 

A, 

Oder 




(M.) 


(ni 


P:. = -i.- 

Werden daiier die Yerniiltiiisse der Gxossen J.,, A 
Gleich.ungeii (K^.) bestimint, so \Yird 


d. h. die bilineare Form 9 bleibt ungeandert, wen 
U vollzieht. 

Wiirden. ebenso bei einem Umlaufe T" die Integrale u. 
(23.) u, + if, -f • • • -f K 

verwandeln, so wixrden die conjugirten Wertbe u[ in 
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so folgt aus der Gultigkeit dei Relationon (G*)) 
einem beliebigen Umlauf entsprechenden SubstitutioRen.. 
durcb den Umlauf V ungeandert bleibt. 

Aber aus den Gleichungen (H.) folgt fur Z = 1, p = 


(K,.) 

Sjc _ 

^ik 




759] d. b. 



(X.) 

I! 

- ^ 
«ix 


(nach Gl. (H,.)), 

^Jci 

A (nach Gl. (KJ). 


Demnach ist die Form 6 bis auf einen const 
der Form © ubereinstimmend. 

Wir erbalten also den Satz: 

Ist fur jeden beliebigen Umlauf der Varia' 
Oder mebrere singulare Punlcte der Gleichung(A 
Fundamentalgleicbung so bescbaffen, dass sie 
proken 'VVertbe der Wurzeln derjenigen Gleic 
wird, welche aus ibr durcb Verwandlung der C 
verscbiedenen Potenzen der Unbekannten in i 
Wertbe bervorgebt, und giebt es uberdies wen 
Umlaufe eine Fundamentalgleicbung, deren Wu] 
1 besitzen und von einander verscbieden sind, 
aus den Elementen eines Fundamentalsystems 
und den conjugirten Wertben m', 
bilineare Form der Gestalt 


9 = a,Msm;+-" + 


Cber EINE KEASSE LINEAREE HOMOGEXER DIFFEREXTIALG) 

girten Werthen ti', gebildete bilineare Form 9 g 

(1.) -5 = 

deren Coefficienten Q'*’*' von 2 unabliiingig, und welcli 
Umlauf von 2 verandert wird. 

tjberdies seien fur wenigstens einen Umlauf die "VV 
der zugehorigen Fundamentalgleichung von einander ver 
Moduln gleicb 1 . Das dieser Fundamentalgleichung en 
mentalsystem haben wir mit ti^, bezeichnet. 

noch die Voraussetzung, dass zwiscben den Grossen 
homogene Eelation mit constanten Coefricienten stattiinder 
Der Voraussetzung nach soli 

(2.) V Q '’' K «.«; = s 

sein, vroraus ebenfalls nach der Voraussetzung sich ergieb 

— = 0 , 

d. h. 

(3.) = 0. 

Demnach ist 

(4.) = 0, fiir 7; 4 = Z. 

Es muss also 9 , um den Voraussetzungen gerecht zn 
haben 

(J'.) 9 = +J., «,«' + ••• 9 -^, 

Wenn durch den Umlauf U die Integrale ( 

erleiden, so muss der Voraussetzung zufolge sein 

(E .} -^1 Fi ‘ ^ (a = 


lilTi 
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Ebenso ist aber auch 



Ar 


. A’ 

(5.) 

A ~ 

_ h 

% 

hjt 

■Ay' 

Aus (K'.) folgt 





A _ 

^la 

Al 

und aus (5.) 

A, 


'Af; 

A, _ 


Ay 


A; 

a,y 

■ a;, ■ 

Demnacb ist 











OkyA'iy 

Oder 




(h;.) 

■^Ica 

Aly Al^ 

— ■ 

^ha ^ly 
^ky 


761] Vertauscben. wir in den Gleichungen (K'.) a mit /S, so 
Gleicbung (K'.) 


( 6 .) 


A 

A 



Aus (K'.) nnd (6.) ergiebt sicb 


®l<i 


Substituiren wir die Werthe aus (6.) in (M'.), so ergiebt 


also 

( 8 .) 

Aus (6.) folgt 


_ 4 
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Burch Vergleichung von (S.) und (9.) ergiebt sicli als< 
d. h. es ist 


fl, 






Daher geht die Gleichung (7.) liber in 




Setzen wir in Gleichung (H'.) I- = y, I = a, so erhalt 


~^ya ^ay ___ 


also nach (G'.) 


77 ^^77 ^aa 




Die Glieder einer Hauptunterdeterminante von ^4' 1 


± _ 


wenn ••• Diagonaiglieder sind und «, /?, y, 

von /»', I,fn, ... bedeutet. 

Nun ergiebt die Gleichung (H'.) fur a — L y — i, 


A';j A'/J^ _ O/j Otj 


also nach (G'.) 


Ou a:, 


Oder nach (H'.) 
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Xenner mit a^,^, «j, mit a^, mit u. s. w., also ist 

(0.) ± JL ^ • • • = ± «'«./•••• 

I. Demnach ist jede Hauptunterdeterminantc 

nante gleich der entsprechenden Hauptunt 

der Determinante \a^'. 

Sei nunmehr eine beliebige Determinante von 1 
Werthe 1, j6’yl die Determinante aus den adjungirten Eler 
kanntlich eine Hauptunterdeterminante Ordnung der . 
gleicb der Hauptunterdeterminante (w—jo)*" Ordnung von 
jenigen Diagonalglieder ausschliesst, deren Indices mit c 
unterdeterminante von j ! libereinstimmen. 

Demnacb ergiebt sicb aus dem Satze L: 

II. Jede Hauptunterdeterminante (n—Or( 
terminante ja^j ist mit derjenigen Hauptunterde 
Ordnung der Determinante |ajj| ubereinstimmer 
Diagonalglieder mit denjenigen Indices, die ii 
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst. 

Xach den an den Gleichungen (E.) und (F.) in No. 1 ge 
ergiebt sich also: 

Die Fundamentalgleichung 


( 16 .) 


a„-a> a„ ... 

«„ Ctj, — 0) ... 


^ni 


= 0 




763 ] wird von den reciproken Werthen der Wurzeln der Gl 




CBER EIXE KLASSE IJSEABER HOSIOGESEB D!FFEEEXT!ALG1. 

"VV ir erhalten daher deo Satz: 

III. Wenn es eine aus einem Fundamentals 
tegralen der Gleichung (A.) und d 

Werthen gebildete bilineare Form 

Coefficienten giebt, welche durch die siimmtli 
entsprecbenden Substitutionen der Gestalt 

+ ••• + 

+ Oji «; + ••• + oL K 

ungeandert bleibt, und wenn iiberdies wenigsten 
lauf die Wurzeln der zugehorigen Fundamentalgle 
ander verscbiedene Grossen mit den Modulii 1 sin 
zwischen den Grossen n.ji] keine lineare homoge 
constanten Coefficienten Statt bat, so hat die zi 
gehorige Fundamentalgleicbung die Eigenschaft, 
proken W'erthe der Wurzeln derjenigen Gleichni 
werden, welche aus ihr durch Vertauschung der C 
verschiedenen Potenzen der Unbekannten mit ih 
Werthen hervorgeht. 

Dieser Satz biidet die Umkehrang des Satzes am Sch 


3. 


Sind die Coefficienten der Differentialgleichung 
(«•) trig' + gl J ta- r + ga i" -f • • • + ga tg = 0 


eindeutige Functionen von z, so fuhrt die Substitution 


(/J-) 
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imd uird dieselbe durch die reciproken Werthe der We 
( la.) (-1 )" +«( t”-‘ + ■•• + «; = 0 


befriedigt, so miissen die Coefficienten von (1.) mit den 
efficienten der Gleichung 


( 2 .) 


(_l)»r“4-(-rf 




iibereinstimmen; es ist also 

( 3 .) = 

und 




1 


Wegen der letzten Gleichung nimmt Gleicbung (3.) 
(3a.) = (-1)” «»-*«»• 

Bezeichnen wir mit A die Hauptdeterminante eines 
der Gleichung («.), so ist*) 

(B.) A = e . 

Nach dem Umlaufe U geht nun A iiber in A«^, c 
sich durch diesen Umlauf mit einer Grosse j, wo 

(3-) ; = “a ”, 

deren Modul nach Gleichung (4.) den Werth Eins hat. 
Umlauf U gehorige auf (A.) beziigliche Fundamentalgle: 

(7.) + + l = 0 


welche mit der Gleichung 


Cher eine ki.asse linearer homogener DiFFEitE.NTrAr.f. 

Gleichungen befriedigt warden, welche aus ibneii durcl 
Coefticienten der sammtlichen. Potenzen der Uxibekunnten 
Wertlie hervorgehen, so haben die auf (A.) bezuglii 
gleichungen dieselbe Eigenschaft. 

I. Der Satz am Schlusse der Xo. 1 gilt daher 
rentialgleichung der Form (a.) ebenso wie fur ei 
gleichung der Form (A.) 

Wenn wir umgekehrt voraussetzen, dass eine aiis a 
system •••, von Integralen der Gleichung («.) r 

jugirten Werthen v/, u\, gebildete bilineare Form 

efticienten existirt, welche durch keinen Umlauf von z \ 
dass mindestens fur einen Umlauf die zugehorige Fundar 
einander verschiedene Wurzeln mit den Moduln 1 besitzt, 
schen den Grossen ti\ icl keine iineare homogene Relation 
efticienten Statt hat, so ergiebt sich, wenn wir Schritt fiir 
der Xo. 2 verfolgen, an Stelle des dortigen Satzes I. der i 
r. Jede Hauptunterdeterminaiite Ordnui 

nante ist gleich dem Producte aus der entspr 

unterdeterminante der Determinante und ;A', 
und an Stelle des Satzes II. daselbst der Satz: 
ir. Jede Hauptunterdeterminante {n—pY” O 
terminante ist gleich dem Producte aus \a^ 

Hauptunterdeterminante p*" Ordnung der Determii 
die Diagonalglieder mit denjenigen Indices, die 
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst. 

Die auf (a.) bezugUche zur Substitution - (Cy) gehi 
fifleichuns’ ist aher der Form 
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Werthe der Wurzeln derjenigen Gleichtuig, welche aus il 
lung der Coefficienten der Unbekannten in die conjugirte 
geht, befriedigt wird. 

766] Hieraus folgt; 

Iir. Der Satz III. in No. 2 gilt daher fiir eir 
gleichung der Form (a.) ebenso wie fur eine Differ 
der Form (A.). 

4. 


Sei 

( 1 .) 

und 

( 2 .) 

WO ij- und y real. 




+ ...+2)„M = 0 


z = x + yi, 
Wir setzen ebenso 


(3.) 


( Pk = 

I = l + TTji, 


wo Pj, Qj, I, Tj reale Functionen der realen Variabeln x, y 
Die Gleichung (l.) zerfaUt alsdann in die beiden Gleic 


(4.) 

(5.) 


d”| 








I + S. 


0"r 


dx 




dx' 

dx' 


dx' 


,n-k 


+ + Pn^/ 


Durch Elimination, bez. von t] und von | erhalten wir 
Gleichungen: 




a*ifi 1=.* 




(6.) Pn ^ + 2. p4^ - i 
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(6a.) 


P ^ _ o ^ ^ _ ^ ir ~ ‘® -L T ' ^ 

d^df/ r - 


I P 


ox* ‘^ 

X 


0 _r_....i_, 4. ^ Ilf X ..4 Y ..^. 


dz^ " ■" cxC5 


Demnach geniigen | iind i;, folglicii aiicii 
ii'=|~-r^i derselben Differentialgleichiing 


(la.) P„ 


ax’ 


_0 i y.‘ i 

^'ex^-^dy 


6 '-‘«j j 


deren Coefficienten reale Functionen der realt 
sind. 

Umgekehrt geniigt jede monogene Function ^ 
die GleicFung (la.) befriedigt, auch der Gleichui 


., a*2c ’i;i> 


(p.- s. n -|-Y- - ■;^«+a' 


cx 


cu" 


d. h. 


(Pn-(?J)^ + (P.-QJ)ZUP,+ fe*) Ipr + (K+ ' 


Oder endlich 


d”io fP*”'w 

-^j5-+A-^|^s=r + •"+A’''’ — 0> 


welche mit der Gleicbung (l.) iibereinstimmt. 

Wenn es demnacb eine aus den Elementen eines 
von Integralen ..., der Gleicbung (I.) und ihren ( 

«', tt', ..., ?«' gebildete bilineare Form mit constanten 
welcbe bei beliebigen Umlaufen der Tariablen x ungeandt 
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Integrale fur jeden Werth der unabhangigen Variablen -s 
Anzahl von Wertlien annehmen. 

1st U ein beliebiger Umlauf von s um einen odor 
Punkte und (o irgend eine Wurzel der zu diesem Umlaut 
768 ] mentalgleichung, so giebt es*) ein Integral u der D 
von der Beschaffenheit, dass u nacb VoUziehung des Umla 

u = a>M 

ubergeht. 

Da die Wiederbolung des Umlaufes nur eine endlicbe 1 
der Function ti hervorrufen kann, so muss o) eine ganzs 
Einheit sein. Diejenige Gleichung, welche aus der Fu 
durch Tertauschung der Coefficienten der verscHedenen I 
kannten mit den conjugirten Wertben bervorgebt, wird 1 
xeciproken AVertbe der Wurzeln der Fundamentalgleicbung 
Aus dem Satze I', der No. 3 ergiebt sicb also das fol] 
I. Sind die Integrale einer linearen bomogen 
gleicbung mit eindeutigen Coefficienten samr 
wertbige Functionen der unabbangigen Variab 
uberdies wenigstens fur einen Umlauf von z die 
geborigen Fundamentalgleicbung verscbieden, s 
aus einem Fundamentalsystem von Integralen 
den conjugirten Wertben gebildete 

der Gestalt 

9 = Aj M, It' + A,«,«' + —1- A„ M„ tt' 

mit constanten Coefficienten — deren Werthveri 
welcbe bei alien Umlaufen von z ungeandert ble: 
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SO giebt es eine aus einem FundamcBtaUvstemt 
Mj, u^, untl den conjngirten "VVerthen ?<’, 

bilineare Form 

mit constanten Coefficienten — deren Werthverl 
welche bei alien Umlaufen von ^ nngeandert blei 
In einer Xotiz*) bat Herr Picahd, davon ausgehend, 
algebraisch integrirbaren Differentiaigleichungen zweiter Ore 
GACsssche Eeihen befriedigt werden, eine bilineare Form 

M, m| + iB Wj + J5' h' M, + CMj 

— um unsere obigen Bezeichnungen anzuwenden —, in 
C real und B und B' conjugirte complexe Grossen sind, 
mentalsubstitutionen in sich selbst verwandelt wird, die 
gegebenen Typen von Fundamentalsubstitutionen der algel 
Differentiaigleichungen diitter Ordnung, von dem ersten '] 
die bilineare Form 

9 = !<, h'+ «,>(' +Mj 

eingesetzt und gefunden, dass, mit Ausnahme des Fs 
Typus, die Form 9 dutch die Fundamentalsubstitutionei 
wandelt wird. 

Wir bemerken hierzu das Folgende. Da im vierten 
mentalsubstitution 


r 0 0 
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existiren, welche durch. keine der Fundamentalsubstitutionen des 
andert wird. 

In der That ergiebt die Rechnung, dass 

^ = m,m;+ «,«;+2a(l-o)a3M;, 

wo a eine reale Grosse ist, die angegebene Eigenschaft hat. 

(Fortsetznng folgt)^). 


i) Dl«» isl ikkt widtisata. E. F. 



ANMERKUXGEX. 


1} Anderungen gegen das Original. 

Es wurde gesetzt: 

S. 219j Zeile II v. u. gehorige statt ziigeborige^ 

„ 222, „ 9 V. u. derselben statt dieselbe, 

„ 223 wide vor Gleicliiing (17.1 >folgt« eingefiigt, 

„ 224, Gieichung (21.) statt J.,., 

„ 225, Zeile 10 -4^^ statt P;*;, 

„ 226, „ I und 9 v. n. irnd an anderen Stellen >den€ statt >: 

„ 229, „ 12 V. u. eine Permutation von bedeatei 

ky l, m, bedeuten, 

„ 230 nnd 233 im Wortlant der Satze 11. imd IF. denjenigen Inc 
Hauptnnterdeterminaate auftreten, ansscMiesst si 
die der ersteren Eaiiptanterdetermiiiaiate aasscbMe 
„ 232, Zeile 6 wurde >es ist« eingefiigt, 

„ 234, „ 13 Wir setzen statt Setzen wir, 

„ 2 V. u. Ersetzen wir in (6.) statt In (C;) ersetzen w: 

„ 236, „ 11 wurde >also« nacli dem Worte >Glekliiiiig€ gestrii 

2) In seiner Note >Sur ies formes quadratiques df?fiiiies a indeterminees ccajng 
am 20. Juli 1896 der Academic des Sciences ?orgelegt und in dea €i 
S. 168”-171 Yeroifeiitliclit worden ist^, bericbtet Herr Alfked libe] 
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sclea Akaiemie der Natarforscherj Bd. LXXIj 1898^ S. 384 and 
B4 5 (), 1897, S. 559) bemerkt hat, den FrcHSSchen Satz III der Ko. 2 (bi 
speeiellen Fall enthalt In der That ist bei dem Beweise, den Fuchs In ^ 
giebt, stillschweigend vorausgesetzt, dass die Detenninaiite der Form 9 (GL (J^;, ! 
Die Aiogabe am Seblasse der No. 2, dass der Satz III dieser Nninmer >die U 
ScMiisse der No. 1 bildet« trift also nicht zn, da ans den Bedingnngen des let 
Beispielea zeigea keineswegs folgt, dass die Coefficienten Aq^A^, ...jJ 

¥on Null verschieden sein mnssea. — Biese letztere Bemerknng hbertragt sic! 
ScMlisse, die Frciis in der No. 5 fiir den Fall der endlichen Gnippen linean 
hat, indem daselbst (Sdtze I. and IL, S. 236, 237) iinter der beschrankenden 
endlkiie Gmppe miadestens eine Substitution enthalt, deren Fundamentalgl 
Wurzela besitzt, nur gezeigt ist, dass eine solche Grappe erne Form 

© == A^u^ti[-i - bA^u^Un 

mit realen Coefdcientenverhaltnissen in sich selbst transformirt, wohei es ab( 
scbwindende Determinante haben kann, nicht ausgeschlossen ist, dass diese F 
scMedene Werthe der Hj, i 4 verschwindet 

Dagegen enthalt die Note des Herrn Loewy den Satz, dass jede endli< 
stitationen eine definite HEKMiTEsche Form in sich selbst transformirt. 

Die Aufsteilung der invarianten HEEMiTEschen Form, die zu dem vierte 
mtegnrbaren linearen Differentialgleichungea dritter Ordnung gehort, ist den . 
Herm A. Loewy gemeinsam. 


S) Emts Lmwj wax so mk &m Jili 1^7 brielick eisi solekes Bei^iel mitzntkeilen. 
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KEMARQL'ES SlTl UXE NOTE DE M. ALFRED LOEA\’ 
«SUR I.ES FORMES QUADRATIQUES DEFINIES A I 
CONJUGUEES DE M. HERMITE*. 

(Comptes rendus hebdomadaires des seances de I’Acadcmie des 
Paris 1896, p. 289—290: Seance da 3 aoiit 1896 


Je \iens de lire dans les Comptes rendus la Note 
M. Loe'wt enonce sans demonstration ce theoreme, qu'i 
gronpe lineaire d'ordre fini a n variables une forme qns 
indeterminees conjuguees, qui est transformee en elle-mem( 
les substitutions du groupe d’ordre fini sur les variables. 

Je crois devoir faire remarquer que ce tbeoreme n esi 
des resultats d’un Memoire que j’avais public dans les S 
de I’Academie de Berlin (9 juillet, p. 753—769^ ), intitul 
d’equations differentielles lineaires et homogenes». 

Dans mon Memoire, j’ai demontre les deux theoremes 
»I. Soit donnee une equation differentielle 
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giiliers de requation (c.), I’equation fondamentaie qui y aj: 
faite par les vaieiirs reciproques des racines de I’equation re 
tion fondamentaie par le changement des coefficients des ] 
coimue dans lenrs valeurs conjuguees; si, de plus, au moini 
rotations, les racines de 1'equation fondamentaie qui y app 
rentes entre elles et ont toutes le module un, il existe uni 
composee des elements d'un systeme fondamental d’integ: 
(a.) ta^, et de ieurs valeurs conjuguees cu', ( 

9 = A,o),(o; +Aj( 05 <o; + --- + 

a coefficients reels et independants de z, forme qui n’est a 
rotation de la variable z.a 
Inversement: 

nil. S’il existe une forme bilineaire composee des dlerc 
fondamental d’integrales de I’equation («.) to^, u)^, ..., et 
conjuguees to', u)', ..., u>'^, a coefficients independants de z] i 
une, au moins, de ces rotations, les racines de 1’equation 
y appartient sont differentes entre elles et ont toutes le mo 
il n'y a pas une relation lineaire et homogene a coefficien 
les quantites alors 1’equation fondamentaie qui app 

rotation de la variable z est satisfaite par les valeurs r^cipi 
de I’equation resultant de I’equation fondamentaie par le 
coefficients des puissances de I’inconnue dans leurs valeurs i 
Dans le no. 5 de mon Memoire mentionne, je demont 
tions difidrentielles lineaires et bomogenes dont les integi 
nombre find de determinations, et specialement les equati 
intdgrables algebriquement, rentrent dans la classe des eq 


AXMERKUNG. 


Zu den Tlieoreaien L, II. vergl. die Anmerkiing zur Alliandlnns LXY. 
daselbst in Bezag aiif die Satze I, II. der So. 5 der Ahh. LXT gemachter. Beiaerki 
der vorstelienden Note, das Theorem des llerrn AfniiD Loi'-vy sei niir ein s; e 
der Abhandlung LXV., nicht anfreclit erlialten werden. 


1) Vergl. a:icii Ch Fussaote des Herra A. Loewj, Mather.at. Aaraler., Ed« 50, 1557, S 56L 532. 
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BE^IERKUXG ZUK TORSTEHENDEN MITT! 

DES HERRN HAMBURGERS). 

(Journal fiir die reine and angewandte Mathematik. Bd. IIS, 


In meiner Arbeit >;zur Tbeorie der linearen Ditfere] 
mit veranderlicben Coefdcienten«, welche ich vor Abla 
voUendete und im Januar 1S65 znr Publication im Osterp: 
schen Gewerbeschule zu Berlin desselben Jahres einliefert 
diesem Journal Bd. 66®) wieder abgedruckt Tvorden ist, ha 
Xummer den Bereich fixirt, innerhalb dessen die Integral 
gleichung 


dry 


= I>i 


d”'-'-y 

dx^-^ 


d^-'y 

+ Ih d +Pmyi 


deren Coefficienten innerhalb eines einfach zusammenhang 
T der iiJ-Ebene nur in einer endlichen Anzahl von sing 
stetig werden, im tjbrigen aber innerhalb dieser Flache 
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fortschreitende lleihe y von der Art existirt, dass 
beliebig vorgeschriebene Werthe annehmen, und dass sie 
gleicbung Geniige leistet, so konnten -wir tins au£ den fiir bel 
gleicbungen von Cauchy gelieferten Existenzbeweis berufen. 

Es handelte sich tielmebr darum zu lehren, dass fi 
Differentialgleicbungen die singularen Punkte der Coefficie 
Stellen sind, tvo die Integrale derselben Singularitaten bi 
anderen 'VVorten, dass die Keihe y innerhalb eines als I 
35 s] benden bis zum nacbsfcen singularen Punkte a b( 
Kreises convergirt. Hierzu war erforderlich, in Anlebnung 
Methode (methode des limites) die Hiilfsdifferentialgleicbu] 
der citirten Abhandlung^ ) so zu wahlen, dass fLlr diese c 
des entsprechenden Integrals innerhalb eines umgebendc 
reichenden Kreises durch eine convergente nach ganzen ] 
von x—x^ fortschreitende Keihe zur Evidenz gebracht were 
alsdann nach der Methode von Cauchy dasselbe fur die vorgi 
gleichung erschlossen wird. 

In jiingster Zeit hat ein amerikanischer SchriftsteUer* 
der Besprechung des Buches des Herm Heffter iiber Ui 
gleichungen und des Handbuches des Herrn Schlesinger c 
nommen, das was ich in der Theorie der linearen Diffe 
erstrebt babe, zu verkleinem. Unter anderem will dersell 
auf eine Stelle in einer Arbeit des Herm Thome, Journal 
angewandte Mathematik, Bd. 66, p. 322, in Bezug auf den ] 
die Integrale linearer DiiFerentialgleichungen mir die Priorita 
Die vorstehende Arbeit von Gunther, welche eine Abande 
ansrewendeten Hulfsdifferentiale'leicbuncr ontbalt. oifiht mir 


BEM'ERKUXG ZU EIXEE MITTIIEILUXO VOX IIAMBUSi 


Convergenz Ton y innerlialb eines a; iimgebeiiden bis zii 
gnlaren Punkte heranreicliendeii Kreises weder eine 
anf eiiiem anderen Wege eine Ton irgeiid eiio 

matiker bekannt geworden ist. 

Es ist iibrigens Mer nielit der Ort aiif die Art rddli 
derselbe Terfasser auch nacli anderen Seiten liiii diircli Zii 
Schriften aiiderer Autoren, weiche spiiter als die meinigt 
sine! 5 mit den letzteren sick Mstoiiscke Daten nacli Beliel 


I 


ANMERKUNG. 


Anderung gegen das Original: 

S. 246, Zeile 6, 7 wurde statt >die einzigen singulilren Stellen der Integrale 
nanere Aiisdnick s>die einzigen Stellen sind, wo die Integrale dersell 
konnenc gesetzt. 



Lxvni. 

ZUR THEORIE DER ABELSCHEX FUNCl 

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wiss 
1897, XXVIII, S. 608—621; vorgelegt am 20. ilai; ansgegeba 


Die Abliangigkeit der Periodicitatsmoduln des Integr 
nalen Function des Ortes in einer RiEMAXXscben Fliiche 
Integranden als auch von den in den Coefiicienten der die 
de fi n ir enden algebraischen Grundgleicbung auftretenden I 
durchgxeifender "Weise nur durcb das Studium der DifFere 
kannt werden, welchen die Periodicitatsmoduln als Functioi 
genugen. Icb babe*) nachgewiesen, dass diese Different! 
sind, und dass ihre Coefficienten die veranderlicben Para 
Rationalitatsbereiche enthalten wie der Integrand und d 
Grundgleicbung. Fiir die b 3 rpereUiptiscben Integrale babe 
Differentialgleicbungen in expliciter Form zur Darstellung 
die allgemeinen AsELScben Integrale die Regeln skizzirt 
sie berzustellen sind. Es erscbeint jedocb nicbt iiberflussi 

A McnpiXrfTfchi'irs.-sTf’irTkri!* nurkrl rr’tr jTilrck i-ri TiTja!o iSTfifa 'f'lO.Ti 
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ZUR THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONEN. 


T m Folgenden werden drei verscMedene Verfahrangsi 
dieser Aufgabe versucht, von welclien die beiden ersteren 
lichen an diejenigen anschliessen, welche ich bereits die 
Integrale*) gegeben babe, wahrend die dritte mit der Fra 
gebracht wird, unter welchen Umstanden das Product einer 
tion einer Variablen z und einer algebraischen Function de 
zum vollstandigen Differentialquotienten nach z einer rations 
(^, s) wird. 

Einer spateren Mittbeilung sollen die aus den gefundei 
ziehenden Schlussfolgerungen vorbehalten bleiben. 

609] 1. 

Es bedeute s einen Integranden erster Gattung in einer 
Function der Variablen z reprasentirenden RiEMANNschen 
schlechte p. AVir wollen voraussetzen, dass nur einfache 
ander verschiedenen endlichen AVerthen 

3 = 1, 3 = Jc„ z = lt„, z = 

gehorige F’erzweigungen auftreten. tJberdies seien 
unabhangige Gxossen**). Den Integranden s denken wir 
stimmt, dass derselbe fur p — I willkurlich vorgeschrieben 
zweigungswerthen unabhangige Grossen 

(fflj, 6j), (a,, &,)j .. 5 ^- 1 ) 

verschwindet. 

1st 
( 1 -) 
so ist 


J = Jsdz, 


ZUR THEORIE DEE ABEI «CHEN Fl-KCTIOX'EN. 


die Aufgabe, ft +1 
stimmen, dass 

( 2 .) 


von z unabhiingige Grbssen ... 






eine algebraische Function von z, also nach einem bekann 
und Liocville eine rationale Function von z und s werde. 
Die Function 91 besitzt folgende Eigenschaften: 

1) Sie wird unendlich der Ordnung 2u — i in z = lc i 

anderen Stellen (^,s) endlich, weil wir ■■■i als 

vorausgesetzt haben. 

2) Sie darf in der fiir die Umgebung von z = k gul 
keine ganzzabligen negativen Potenzen von z — k entlialten, 
auch nicht in der Entwickelung von -gij- auftreten konnen 

3) muss fiir verscliwinden. 

Die Bedingung 1) bewirkt, dass 91 eine Anzahl 

stanten enthalt*). Von diesen tritt eine additiv auf. 
ubrigen liefert die Bedingung 2) ft —1, die Bedingung i 
homogene Gleichungen. 

Es muss also 

2 ft—j) —1 >fi+|) —1, 

d. h. 

(3.) ft > 2i, 


sein, wenn nicht besondere Voraussetzungen fiber die Natu 
Flache gemacht warden. 

Wir gelangen also zu dem Resultat: 

I. Im Allgemeinen ist eine Gleichung derFo 
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geniigen, so ist 


ZUE THEOEIE DEE ABELSCHEJf ECNCTIOHEN. 


eine rationale Function von (^f, s)- 

Es besagt also der Satz I. soviel als 
II. Im Allgemeinen ist die Differentialgleic! 
Pexiodicitatsmoduln eines Integrales erster Gattui 
drigerer als 2p*” Ordnung. 

Dass dieselbe in irreductibler Form auch nicht hohere 
nung ist, ergiebt sich aus meinen Untersuchungen in Crelles 
S. 329'). 

Wir wollen ein System von 2p Integralen rationaler Functi 
ein Fundamentalsystem*) nennen, wenn diese Integrale nirg 
miscb unendlich werden und eine Gleichung der Form 

(5.) C'x^. +<?.:, +••• + C',;,. = mis,s), 

wo die Grossen C von z unabbangig sind und «) eine ral 
bedeutet, nicht bestehen kann. Der Satz I. lasst sich also 
sprechen: 

la. Die Fnnctionen J, ‘--j bilden ein , 

system. 

Bilden C,, C,, C,,, ein Fundamentalsystem, und sind 

P,„ P,., P;^,, 

6ii] die Feriodicitatsmoduln des Integrales C^, so ist die Detei 


(6.) 


A = jPaul 


ZUB THEOEIE DEB ABELSCHEN FUSCHONES. 


was zur Folge hatte, dass 

C, -i -f C, ,, + ••• + C,, 

eine rationale Function von (z^s) wiirde. Da A von NuE 
ergiebt sich, dass jedes nicht logarithmisch unendlicb v 
von (z, s) sich in die Form 


(7.) Q = + + 

bringen la^st, wo die Grossen C von z unabhangig sins 
rationale Function von (z,s) ist. Demnach ist auch im - 
stellbar in der Form 


( 8 .) 


Q = C,J+ C, 


dJ 


dV 


dk 


dk' 


+ • 


Qlp-lT 

. r __ 4.5 


wo (7^, Cj, j von z unabhangig sind. Die Coefticie 

in Gleichung (7.) oder C , C, C in (S.) lassen sich 1 

BQ 

in auftretenden Constanten bestimmen*). 

Fiir (S.) ergiebt die Multiplication mit auf beidt 
chung, wenn wir die Summe der Residuen des Productes 


(9.) 

setzen, 

( 10 .) 



Res 


eKa d^j 
W a/;“ 




Rss (-0^ 2 ) = (i, 0)C),+(A, 1)(7,-i-h(A,2p- 

(1=0,1.2J>-1) 


da die Summe der Eesidnen eiuer rationalen Function you ( 
Sind die am xinfange dieser Xnmnier gemachten Vok 
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ZUR THEOEIE DEE ABELSCHEK FXIffCTIONEN. 


fiia] 2. 

Sei 

( 1 .) 

ein System linear unabhangiger Integrale erster Gattung, 
(la.) 

ein System von Integralen zweiter Gatttmg, von der Beschaffei 
der Stelle (a,,b.,) unendlich wird wie —-—, an alien iibr 
endlich bleibt. Die AYerthe (Oj, sind willkiirlicb und vc 
hangig gewahlt. Die Integrale C,, C^, Cj^ bilden alsdann 
system*). 

Es ist daher 

WO von z unabhangig sind und 91^ eine ratior 

{z, s) ist. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich 

s 

__ ... .^ ^ + D^p+^ Xs 

Setzen wir 

( 3 -) 

so ergiebt sicb aus (2.) 

- i- 

Es gilt daher fur die Determinante 


ZUE THEOEIE DEE ABELSCilEX FUXCTIOHES. 


WO \RiJ- die aus den Gxossen gebildete Beteraima: 
termiiiante 

(7.) <5 = { 

darstellt. 

Xach Gleichung (2 a.) ist 

(8.) Bin = Ai + Aj + • • • + A, A,,.+s Ai ^— 

{ JiaS ‘•jjjVyj 

( A, = SRes:„x. 


(8a.) 

gesetzt worden ist. 

Nun ist fur m<p 


(9.) 


also 


('»«’x>+») Vm'm Z») 


(9a.) s lies (:„ ■/.,) = -S Res {■:„ 


Demnach ist fiix m^p 

(10.) T^y = -'idaM- 

Da aber fur tn = p-r(i 

(11.) Av = K) 

und fur m <|7 

( 12 .) = 0 , 

SO wird, wenn die Detenninante 

(13.) = a 

gesetzt wird, 
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ZUft THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIOKEN. 


linear unabhangige Integranden erster Gattung und 


(ctj, 6 ,), (fit,, 6 ,), . • •, (®j)i ^p) 

•v\illkurlich angenommene Stellen der KiEMANNScben Flache 
Hieraus ergiebt sicb 

1. Die Determinante E des Gleichungssystem 
von Null verschieden. 

614 ] Aus der Gleichung 


(15.) 

folgt 


d. h. 


6 

d2 


d^J 


d^j ^ d^s 

W aF W aF 




d^s ^ 
W aF ’ 


(16.) 0,A) = -(A,ft), 

(16a.) (^,^) = 0. 


Demnach erbalten wir den Satz: 

II. Es ist E die Determinante eines alternirt 
von gerader Ordnung. 


3. 


Fur die Berechnung der Grossen C aus den Gleicb 
sind noch folgende Bemerkungen von Wichtigkeit. 

Aus der Gleicbung 


( 1 .) 



'a^+‘s d'^j d^s a'‘+‘ 

.aF+‘ W W 'aiF 


foki 


ZfH THEOBIE DEE ABELSCHEX Fr.NrXJONEN. 


Es sind daher direct nur die Grosser* (it, A 
wahrend die Grossen {q,3C) sich versnittel^i der ( 
aus denselben ergeben. 

Wenn wir in den Gleichungen (S.) No. I 


G-) 


o 


c'-rj 


setzen nnd die zugeborigen Werthe C^, C^, bezw. 

•••! fisf-t 


bezeicbnen, so ist 


Avj fiv-i r 

(5.) + • •• + #, J = fi(.^ s), 

wo 9t(2', s) eine rationale Function von (i'js) bezeichnet. 

Die Grossen •••, ergeben sich aus den Gleic 

welche jetzt die Gestalt 

(6.) (A, 2p') + ^2 j,_i(A , 2p 1 i + • • • A j 0) = 0 t. 

annehmen. 

Ist n irgend einer der Periodicitatsmoduln des Integri 
Gleichung (5.): 

ri n 

(7.) + + - + = 0 . 

Diese Gleichung stellt also die DifFerentialgleichunc 
moduln des Integrales erster Gattung J dar, wobei die Coi 
die Gleichung (6.) bestimmt werden. Die hier gegebene 
Diflferentialgleichung schliesst sich dem Terfahren an, welc' 
die hyperelliptischen Integrale ausgefiihrt habe. 


4. 



2m 


ZuK xjlxiuiilis x 


gleichungen der Periodicitatsmoduln der hyperelliptischei 
habe. 

Wir wollen der Einfacbbeit wegen die am Anfang d 
VoraussetzuBgen festhalten. Alsdann ergiebt sich aus 
dass wir von 2 unabhangige Grossen 

^2J)3 13 ''*3 ^0 

SO bestimmen konnen, dass 

WO s) eine rationale Function von { 2 ,s)*). 

Die zw^eite Metbode besteht in der directen 
M{2,s). 

6i6] Diese Function muss nacb Gleichung (1.) fiir die 
2 — h unendlicb der Ordnung 4^ —t werden, an alien 
EiEMAjraschen Flacbe aber endlich bleiben. Bestimmen 
Function s) von dieser Eigenscbaft, so entbalt diesel 

42) —1—jp + l = 3p 

willkurlicbe bomogen auftretende Constanten. 

Aus Gleicbung (1.) folgt femer, dass 31(4!, 5 ) in seii 
der Umgebung von 2 — Ti keine ganzzabligen negativen 
darf, weil -gp- nur in den Verzweigungsstellen unendlicb 
der Umgebung derselben gultigen Entwickelungen keine ga 
Potenzen entbalt. Diese Bedingung liefert 2p — i lineare bo 
zwiscben den Constanten. Sei femer der Integrand 5 des I 

tung dadurcb bestimmt, dass derselbe fur die willkiirlicb a 

» 

iinftKKftYicricrATi Rfallca-n frf h\f/yh\ fn h \ 




ZfU THEOaiE OER ABKLSC'HEX i rXCTiONEX. 


Es bleiben daher von den ?ip (’onstanten nocli z«ei i 
nine additiv. 


Daher ist .-mf ejny willkuriif-he mui 


St ante bestimmt. 

Aus der Gleichung (1.) ergiebt sich 


( 2 .) 


s o* s 


-A- 31 i;. 


Dlircli Vergleichiiiig der Entwickeluiigscoefticienteii in der 
einer Stelle ergeben sich alsdann die Teilmltnime der Gtc 
eignetsten hierzii ersclieint die Entwickelimg in der Umgc 
Wird die Gleielmng (2.) iiings irgend eines Quersclm 
der ziigehorige I^eriodicitatsiiiodul mit IJ bezeichiiet, so ist 


(3.1 




02,, 1 

. 


= 0, 


Diese Gleichung ist also die Differentialgieicliii 
die Periodicitatsmodulii der ABELselieii Integrale 
geiiiigen. 


Eine dritte Methode ziir Bestimmimg der Differentialgle: 
dicitatsmodiiin, welche wir Mer nocli geben wolieii, zeic 
beideii Vorhergehenden dadurch aus^ dass wir die bescb 
aiissetzungen, die wir am Aiifange der No. I gemac 
konnen. Ferner konnen wir als unabliangige Tariable^ 
Periodicitatsmodulii abhangeii lassen^ nicht bloss einen 
punkt der RIEMA^’xschen Flache^ sondern einen b 
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ZUB. THEOEIE DEE ABELSCHEN FUNCTIONEN. 


(1.) ■ F{z/s) = 0 

vom Grade ^ in s. 

Sei g ein wesentlicli in den Coefficienten dieser Glei 
Parameter, so ist 

(2.) = a„+axS+-"+ 

(3.) — = /3.+ + ••■ + i5^_xS“"S 

wo a., a.,a^_x, /?., /3^_, rationale Functionen Ton 

anf bekannte Weise bergestellt werden konnen. 

Dnrch wiederholte Differentiation der Gleickung (2.) 
wendung derselben Gleicbung, sowie durch Reduction der 
vermittelst der Gleicbung (l.) ergiebt sicb 

(4.) Jp- = «ao + «xi s + • • • + > 

wo a^, a.^^, “i„_x rationale Functionen von z sind. 

Ebenso ergiebt sich durch Differentiation der Gleichui 

(5-) + Ai S +-1 s“''S 


WO •••, A.tt -1 rationale Functionen von z sind. 

6is] Wahlen wir in (4.) X = 1, 2,ft —1, so konnen wir i 
von ft —1 Gleichungen und aus Gleicbung (5.) die Gr6ss( 
eUminiren und erbalten demgemass 


( 6 .) 


c^s _ 

w ~ 




+ M, 






wo rationale Functionen von z sind. 

Es ist wohl zu beachten, dass es nicbt nothisr ist. 


ZUS THEOEIE DER ABELSCHEX FI NCTIOXEX. 


WO das obere oder untere Zeichen ^It, je naclidem a ei 
gerade Zahl ist, und wo darch die oberen Accente Able 
gedeutet werden. 

Wir erhalten also aus Gleichung (6.) 


( 8 .) 


6*s 

w 




wenn wir mit dem Zeichen = die Gleichheit bis auf die 
naler Functionen von (^, s) nach der Yariablen z bezeichn 
Es giebt aber ausnahmslos von ^ unabhiingige Grosse 

fin • • ' ? fitf 

von der BeschaiFenheit, dass 


(9.) 


fio^ + fit-^ - r fi. 






ci-' 




wo 31 (i", A’) eine rationale Function von 
Wenn wir also 

( 10 .) + 

setzen, so muss 

(11.) S = [^a ^*0 + -Pi ■*-1 fi-.p 

der Differentialquotient einer rationalen Funct 
sein. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dai 
nale Function Giz^s) von (^f,«) der DitFerentialquotient ein 
tion von {z,s) ist, sind die folgenden*): 

1. Die Residuen von G(^,s) sind sammtlich Null. 
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ZUK THEORIE DEE ABELSCHEN FUA'CTIOXEN. 


zweigBngsstellen, imd in den flir die Umgebnng derselbe 
wickelungen negative Potenzen nur mit gebrochenen Exj; 
imd weil die Residiien der Ableitungen rationalei* Fimctione 
scliwinden miissen, so ergiebt die Congi'uenz 


os 


= Pb 


[Gl. (8.)] 


dass auch die Residnen von folglich auch die von S ve 
Es verbleiben also nur die Bedingungsgleichungen 

(12.) s . = 2 Res s;, = 0, 0, 

%velclie lineare homogene Gleicbungen fiir die '2p +1 U^nbek 
liefern. 

Xachdem wir die Verhaltnisse der Grossen /3 aus dies 
bestimmt haben, ergiebt die Integration der Gleichung (9.) 
liebigen Quersclmitt die Diiferentialgieichung 


Gl.) 


^ JI v |3o V 


+ 


d^U 


der Periodicitatsmoduln der AsELSclien Integrale erster Gattun 
von S- 

t). 

Die Ordnung der Differentialgleichung (11.) der Periodic 
J kann niedriger als Ip sein. Wenn namlich schon g + l(g 
abhangige Grossen sich so bestimmen lassen, da 


ZVR THEORIE DEE ABELSCHE.N I LNf TIONEN. 

von der ft*®” Ordnung fur die Periodicitiitsmoduln der Integ 
nen von 

Da aus der Gleichung (3.) sich ergiebt, dass die Peric 

^ ^ dJ ^ &'J 

Pi) 'f + Pi -r •• ■ + Pa '^|a- 

sammtlicli verschwinden, so ist 

T I 


wo «) eine rationale Function von (s', *•). 

I. Es ist also das System der Functionen J, ^ 
und nur dann ein Fundamentalsystem, wenn die 
nung der Differentialgleichung (3.) g = 2p, d. h. 
cbung (1.) fur nicht weniger als tt + l = 2p + l von 
Grossen erfiillbar ist. 

In dem Falle, dass J, •••. ein Fundamen 

folgt wie in Xo. 1 Gleichung (S.) fiir die unabhaugige Vi 
ein beliebiges Integral Q, welches nicht logarithmisch unei 


(5.) 


Q = CoJ‘+Ci^ + --- + -^27-r + i~“, *■) 


wo die Coefficienten C ahnlich wie dort durch die Gleichi 
(6.) = (^=o)Q + (i,i)«';; + - + (A,2p- 




bestimmt werden, worin 


Q-iP) 


„ d^J d^s 
Res-g|a ggr 


(7-) 
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Hieraus folgt in tjbereinstimmiing mit fruheren Eesultatt 

SQ 

II. Enthalt dieGr6sse|in demselben Ration 
wie so druckt die Gleichung (8.) aus, dass T n 
selben Klasse der in Bezug auf die Variable | gebild 
homogenen Differentialgleichungen gehort. 

1st z. B. T^ ein von g unabhangiger wesentlicber Paramet« 
cienten der die algebraiscbe Function s von z bestimmenden 


(9.) 

F(e,s) = 0, 


und ist 



(10.) 

II 

II 

a 

dJ 

dyi 

alsdann ist 



(11.) 

II 



Demnacb folgt aus Gleichung (8.)**): 
in. Die zur Differentialgleichung der Periodi 
der Integrale J gehorige Substitutionsgruppe and« 
stetig mit r^. 

*) Crelles Journal, Bd. 71, S. 91; Bd. 73, S. 330. Kese Berichte 1888 , S. 1 
**) Diese Berichte 1888 , S. 1278»). 


1) AWi. Vllf, S, 241, lhli« Xm, S. 842, Basi I Aisfaha ami Hi. LIT, S. 17 diigea Baades. 1 
S) 21 iiiits Baaits. B. R 


AXMERKUNG. 


Ande ruDgen gegen das Original. 

S. 249, ZeHe 4 des Textes wurde >aiiftreteiiden Paranieterii* Liiiziige 
„ 254, Gleiclmng (5.) a = 1, 2, ,2jy statt u = (K 1,.... 2p, 

„ 256 wnrde in den Gleiclinngen .2.) xind i2. - statt des Berivatioia■ 
Zeichen I> bezw. aesctzr. 

„ 257, ZeUe 11, GleicLnngsn (IO.'> No. 1 statt Gleiditinoen ’ll..! No. 
S V. II. wobel die statt deren, 

^ 7 V. u. dieser Diderentialgleieliung statt derselben, 

„ 25S, „ I beniitzt statt edsgescliiagen, 

„ 259, „ S V. n. von der statt wovon. 

„ 262, „ 1 wurde »ia derc vor ^Uingeltnng^ gestriclien, 

„ 3 v. u. wurde »eine« eingefilgt iind >der GleicluiEg i2„'i 

„ 263, Gleicbung (5.) statt Csp. 




LXIX. 


ZUK THEORIE DER SIMULTAXEX IJX'EAREX PARTIE 

REXTIALGLEICHUXGEX. 

(SitzungsbericMe der Konigl. prenssisehen Akademie der Wissensei 
1898j XVI, S. 222—233; vorgelegt am 17. Milrz: aasgegeben am *2 


Die gegeiiwartige Xotiz kniipft an die rntersucLnngeii 
ich seit dem Jahre ISSS in verscMedeiieii Mittlieiliingen der Sii 
Teroffentlicht habe. Der Ausgangspiiiikt imserer Uiitersnclini] 
dem friiber eingenommenen dadurch Terscliieden, dass ich i 
Natnr der Coefficienten der vorgelegten Differentialgleichnng, 
analytische Bedeutung der Coefficienten in dem Ansdmcke 
der Integralfiinction nach einem Parameter etwas voraiissetze. 
schaftigen wir iins mit einer Klasse von zwei simnltaneii lim 
DifFerentialgleichungen mit zwei unabhangigen Tariablen. Ai 
associirten DifFerentialgleicbung (11.)=^^) tritt eine allgemeinc 
Differentialgleichnngen, von welchen die erstere ein besondere” 
im Folgenden ausgeffihrten Entwickelnngen bilden die Grn' 


; ZUR THEORIE »ER I’ARTIF-LIXX mFFERE>'TIALGLEICHUNGEN. 

it HOT, friiher gewoimene Kesultate von einem neuen Gesichtspunkte 
?.uieiteii, sondern sie geben auch Gelegenheit zii tveiteren Resultaten, 
in einer s|>ateren Mittheilung zeigen zn konnen hoffe. 

Es moge bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dass sick in der 
limg in den Sitzungsberichten ISSS, S. 12S4, Gleichung (15.) bis (5 
Recbenfehler eingeschlichen hat, welcher den dort gegebenen Beweis 
rachtigt. 

1 . 

Es seien P(//), Jf(^) z'vei iineare homogene DifFerentialausdriicke, d 
Coefricienten Functionen von i’, von der Beschaffenheit sind, dass M{^y). 
eine wilikurliche Function y von x ein vollstandiger DiiFerentialquo 
de. Seien die zu P(^), x¥'(^) beziiglich adjungirten I 

•ialausdriicke, so ergiebt sich aus den Entwickelungen (Sitzungsberi 
S, S. 1273— 74^), dass auch 

yr{M{y)) 

vollstandiger Ditferentialquotient tverden muss, wofilr die Identitat 

!l-) P'(Jf(y)) + JI'(P(^)) = 0 

nothwendige und hinreichende Bedingung ist. 

Aus derselben folgt, dass fiir eine Losung y der Gleichung 

(2-) P(2/) = 0 

Ausdruck M{y) der adjungirten Differentialgleichung geniigt. 

Die Gleichung (l.) ist nur erfiillbar, wenn die Summe der O 
gszahlen von P{y) und M{y) eine ungerade Zahl ist. 

Setzen wir 


ZUR THEORIE DEE PARTIELLEN DIFFEREIVTlALGLEIUir^iGE; 

sellwindenden Ableitiing in 3/fA dh: Fghg ]r F # 
Xull Oder eine ganze positive Zalil bedeuti^t. 

Sei 

(Gb Z = I M(f/) P(indjc = ! yFd2l[iridx -T B( ih M E • = 2. 

Jl,, = I?.,, 

wo i>(b'G r) einen bilineareii Ansdruc:k von u. v becieiitet. 
sick rational aus den Coefticienten von Fiji) niici ilireii Ableitiii 
setzen (vergl. Sitzungsberichte I SSS, S. r27:'ib|, line! wo li ^ sol 
von X sind, dass die Gleicliiing 

(B.) = -1/ P'/;'! 

fiir jede Function if von x befriedigt wird. Au< (D.’f ergieb 
stimmiin^ der R . das Svsteni von Diifereiitialii'leieliiinn'en 

(E. 1 = -li. - P + P,,.. 11 .: - i V ^ “ "" 

' ' cx .■' ■*' ■ " ‘ ■' ■ 

wo die R mit einem negativen Index dureli Xnll zu er>etzeii 
Aus Gleichung (C.) ergiebt sicli der folgeiide Satz: 

Sind die Coefficienten von Fij) algebraiscli^ 
Functionen von x und sind von einem Losiiiigssys 
Gleicbiingeii (E.) die Elemente ebeiifalls algebia 

nale) Functionen von ag so sind aucli die iibiigeii EL 
braisclie (rationale) Functionen von .r. 

2. 

Wir wolleii nunmelir voraiissetzen, dass die Coefficient 
ausser von -x noch von einer anderen Yariablen t ablfijigen. 
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Wir setzen jetzt 
(3.) + 

Die Ditferentiation dieser Gleichung nach x ergebe nach Re 
Abieitungeii von y hdherer Ordnung als n — i durch die niedriger 
vermittelst der Gleichung (1.) 


(4.) 


CM 




Substituiren wir die Ausdriicke (3.), (4.) in Gleichung (2.) n 
dass das Resultat in Bezug auf y. y'i eine Identitat werde 

sich das folgende System von Differentialgleichungen fiir die Fun 


iF.^ 


ci) 


si 


dx 




(fiir c 


(F’,) 




' -77)1-1, i-a 4"l^n —1,n—1 ' 


dA-i 


WO die Grossen mit einem negativen Index durch Null zu ex 


3. 


Setzen wir 

fG.) 


r;, = +2:j77-.i-o-.s+R.sD,,i], 


ass] SO folgt zunachst aus 

(1-) IFsi = IFis- 

Aus den Gleichungen (E.) ergiebt sich: 


( 2 .) 


d*i?„ 


dR. 


'a, 


dxdi 


d-Ka-i.i . ^ ^ 


dt 




dt 


dt dt 

dA-jS , j. dA-„ 


R 



UL'K THEOKIE DER PARTIELLEN Dll FEUEMiALGLEIf HLXr.E 


Aus (I.) imd (2.) folgt demnucli 


(H.i 

CU" 


-Tr, 


-W’ 


.ii; 


jr„.. 


welches System mit (E.) ubereinstiraint. 

I. Es geniigen also die Fuiictionen JE, deaijeni 
von Differentialgleichungen in Beziig uuf die ^ ariub 
von den Functionen befriedigt wird. 

Bezeichnen wir daher ein Fmidanieiitalsystem voii I.osu 
chungen (E.) mit .... R^^, wo 

f± \ -f-1 = 

und 

C r~ 

i zzzz 

so ist 

(j.j ^ ^Ki T -i- c, i ^ _ 

worm die Grosseii e.^ von x imabliangig sind. Eliese (jtos: 
fiir alle Conibiiiationen von a, ^ deiiseiben Wertli, lx 
Allgemeinen veischiedene Wertlie fiir die verseiiiedei 
des Gleichiingssystenis (EE), (E'.) nnd fiii die v« 
Losiingen des Gleichungssystems (E.) im Ansdriic 
Gleichnng (G.). 


4. 

Ehe wir unseren Gegenstand weiter verfolgen, scbalteii w 
gression iiber Systeme von linearen DitFerentialgleicliniigeii n 

bangigen Veranderliclien ein. 




ZUE THEOEIE DEE PAETIELLEN DIFFERENT!ALGLEICHUNGEN. 


Hierau ist zuniichst die nothwendige Bedingung, dass die Gleic! 




I J, ,, 


— Ij . . ,j 


leiitisch erfiillt sind. 
Ist 


*ii? •••? *^ni 




a Fundamentalsystem von (1.), so soli (2.) befriedigt werden durcb 






0 die <’j, Cj) •••, Functionen bloss von t sind. Substituiren wir di< 
riicke (4.) in (2.), so erhalten Avir 


dc„ ^ ^ 

-+ - + Cn^tdl 


’** F ' (^) — tj 2j .. ,j 


Es ist 


" \d\; , , 1 


der iiach (3,) 


^Pal ^ Ida:, 


dx -r*[ dt 




Hieraiis 


Bui + 022 + • • • + 


Am (9.) foigt 


ZUK THZOEIE DEE PAETIELI.EN X)irFEllE.\T:Al.liI.EItHi::NGI 

Aus diesen Gleichungen bestirninen sicli <*,, e . c, als F= 
1st 

ein Fimdamentalsystem von Losungeii vaxi (12.), so ist 

(13.) r, = d.s,,-r 

wo (3^ wilikiirliclie von j: und t unabliangige Grossei 

Es geniigen demnacli 

(14.) r, = d, iv„ + • ■ + <3, i 

wo 

(lo.) — V,. r,, 4 -•-i- 

den beiden Systemen (1.) und (2.) flir beliebige von x und 
'VVerthe von d,, d, 6. 

1^2’' fi 

5- 

Sei eine bestimmte Particulariosnng D,; von (F.), (F .) : 
jede Losung des Systems (F.), (F'.j in der Form 

(1.) V -^a-: 

enthalten, wo die Grossen durcb das Gleicbungssystem 


(K) 

dx 


(K'.) 


» 

= -Ek- 1, i-i Pfi-i 2^ Pi i 

' ' 1 

dx 


bestimmt werden. 

Sei nunmehr vorausgesetzt, dass eine Losung des S 
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( 2 ,) 


di 






'aH ■ 




von X unabhangige Grossen bedeuten. Aus dieser Gleichung 
?n (L.) 


(M.) Sx IK. Et + = C;,,R% + - + c,. IC. 

u 

Wir bilden diese Gleichungen successive fur A = 1, 2, ..., und m 
xen die zum Index X gehorige mit einer von x unabhangigen Gross 
ren sammtliche Gleichungen, setzen 

(3.) E:, = y,E^, + Y,E-!, + - + y^E^^ 

bestimmen y^, y^, y,, den Gleichungen 


(4.) 

ass, so ergiebt sich 

^r/. ^s'X, 4 " * • * “h ^ 

(x = 1, 2 , ..., v) 

(M'.) 

0 

/a = 0,1,1\ 

Die Functionen 

E\ enthalten 
«? 



«(n +1) 


(» — 1 ) 
2 


X unabhangige willkiirliche Grossen linear und homoger 


6 . 


Um die Abhangigkeit der Functionen JS'^von den willkurlichen Grd 
er herv'ortreten zu lassen, setzen wir 


(N.) 


n-i 


0 ‘ ‘ 


\p = 0, 


Zril THEORIE DER PARTIEI.I.r.N' D'FFESEM I.iLr,LEICH!;>-GE: 


der Gleicliungen (E.), (K.), (K'.) 

(0.} I ~ 

I a = 0 . 

Sei 



( 1 -) 


il 

IL 


It. 




... IL 


II. 


It . . It 


und Q.^ die zu gehorige Unterdetermina-nte der Determinan 
Die Gleichungen (M ’V) ergeben aDdarin 


(P-) 


.t Oy.f . 


X = 
G =: 


Die aligememe Losung des GleichungssysteTOS (O.) ent'nalr - 
liche Constanten. Daher ergiebt sicb das folgende Ilesultat: 

1st A von Xull verschieden, so liefern die Glei 
die Werthe der Functionen E'^^, wenn in denselbei 
allgeineine Losnng der Gleichung (O.) gesetzt wird. 

Aus den Gleichungen (E.) folgt 


0A 

dx 


™-l n-I fiT>. 

0 0 


SiSxPrJ- 


R. 






Da und folglich auch so folgt 

2x C^i.XX ~ Si. ~ 

Sxi^s-x Si ^nuRfi-i,! = Pi 

Si Pn-l Sx Qk% Rn-'i, X ' 1^1 ? 
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S 30 ] Bezeicimen. wir mit die zum Elemente gehorige Unteri 
von E, so folgern wir aus den Gleichungen (K.), (K'.) 


fix 


n-1 n-t 


.A X-iX " 


fix 


a —2 n-i 


'Stl 2x ^AX X 14-X n-1 ] 




Pn-x "^ll Pl 
1 


x^uE ist 

a—s »~i 


»-2 n-i 

2 - "V f. F. =0 

i) ij 

»«-2 a -1 «-l n-i n—1 

Sa 2 xi^'a-x ^AX ^1,71’-! Sxl4-x^n~i,x ~ ]Sa Sxi^n-X ^lx^X,n~-i 

0 C 0 0 0 

n—1 w—1 

~ SxP«-x Sz ^-ix 

0 0 

Endlich ist 

fi «—1 

2 zi^i 2 *en-I.X-E^n-!,vc =J».E, 

1 0 

folglich 

(E.) f _ 0. 

Bezeichnen wir mit E' die Determinante, welche entsteht, w 
E an Stelle von die speciellen Functionen JE'^ treten lassen, 
die Gleichungen (P.) mit Rucksiclit darauf, dass und fo 


C^c|S 

■— 



(S.) 

A”E' = 

WO 





: ^00 ^01 • ' * ^0, 


II 

^10 ^11 • • • ^ 2 , 


ZUR THEORIE DEE PARTIELLEX DIFFEaENTlAiGLEKHl’NGE: 


^ = 0 , 


ist identisch entweder 

(7-) 

Oder 

(7 a.) = 0. 

Da sich aus den Gleichiingen (Q.), (R.) ergiebt 

rip, 4^ 


( 8 -) . 


( \ = ye- 
I E' = d, 


wo y, d von X unabhangige Grossen bedeuten. so muss nacli 


(9.) 




sein. In der That folgt anch rait Hiilfe der Gleichimgen (C 


( 10 .) 

■wo C von X unabhiingiff. 


.4 = 


Aus den Gleichungen 3/ * ergiebt sich auch 


(P'.) P'Rx. = 

Da — R^.^, so folgt aus (P’.) 

n-’i 

(11.) 2a = 


ii3 = 


Wir setzen 

wo R^^ Losungen der Gleichungen (E.) und ?/ irgend eine Losiint 
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232 ] 1 st 

(3.) A = 0, 

so ergeben sich aus (1.) zwischen die Relationen 

(4.) P,., + p,., «•, + ••• + P«-,.x = 0- = 0 . 

Sind insbesondere die Coefficienten rationale Functioi 
Functionen in Gleichung (l.) rationale Losungen von ( 
aus dem Umstande, dass jede Ableitung von w nach x eine lines 
Function von iv , «• mit rationalen Coefficienten ist, aus G 

dass schon zwischen 

da:’’"’ da;”-’ 

eine lineare homogene Relation mit rationalen Coefficienten stat 
besondere ergiebt sich dann, dass die zu ('2.) adjungirte Ditferer 
und folglich auch die Differentialgleichung (2.) reductibel ist. 

Wenn wiederum. die Grossen den Gleichungen (L.) 
ergiebt sich nach Gleichung (4.) Xo. 2 


M ^I .,(i) ^RmX 

ct dt dt 


n-i f n—i 




Der Coefficient von in dieser Summe ist: 



ZUil THEOEIE DEE PAETIELLEX 'mFFEm^lAlMLElCniyimi 


Xach Gleicliuiig (C.) ist 


Die Ditfereiitiatioa nach x imter Benutziiiig der Gleirfiiingci 
Gieicliiiiig 

( 6 .) P{y) = 0 


ergiebt, wie es sein muss, 


az 

cx 


= 0 


DifFereiitiireii wir die Gleicbung ( 5 .) nach f, imd wenden liierbe 
(4.) No. 2, femer die Gleichungen (T”.) und (6.) an, so ergiet 


C?a.) 


df 


== 0 . 



ANMERKUNGEN. 


1 ) Anderiingeji gegen das Original. 

S. 2695 Zeile 5 v. u. nocb von statt von noch. 

„ 271 zwischen (4.) und (J.) Mai = ^'fa statt Ma^ == 

Zeile 14 iinabhiingig sind statt unabliiingige GrOssen bedeuten, 

^ 273 vor bezw. nacli den Gleicbungen (K.), (K'.j Zeile 12 bezw. 9 v. 
Eai bestimint werden statt wo Eai bestimmt vrird, 

Zeile d 11 . 4 v. ii. die Bediogungea erflillt sind statt die Bedingn; 
„ 276, I Elemente statt Gliede, 

2) Zur vorstebenden Arbeit erlaul)e icb mir einige Bemerkungen zu macben, die mb 
zur Kianing des bier gegebenen Formelsystems beizutragen. 

Setzt man 


Vi 

• ya-1 

y.u+i 

■ ■■ y« 


. 





ym' 

... 


■ ■ 

y'uM" 

. -. y^-^' 


wo J) = die Beterminante von ^ 2 ? • • • ? ist, so ist 


— +1, u '^Pn- ^ -1,UJ 


WO px Coeffidenten von (A.) der No. 1 sind, and , ^2 ? • • • ? Fimdamentals; 

dieser Gieicbiing darstellen. 







well aber 
(a»i 
so folgt 


A^^MERKC^'G£>b 


1 BlJ 
D at 


™ Jj,.-- -f + ' “ * 4- 1 


(£.) 


Cii^ 

cl 


n—i 



Die GrGssen der Glelcbunsen ^'G.i No. 3 werden also m Fobs ■! u;:i •; 




U H 

V, V, 

Jmtt 


««, - Sr + Sr [B. . i'r r -r 

at * t; '■ a 


d. li. 


(:■) 


m;. 


V.V„ - 

.wX 


ct 




Alls (M ergeben sicb aber sofort die Gleii'liiisges (!!..) nnil dei 
Die Gleicliungen (C.) 1 eliren weit sr, dass d 1 e GIeicfisngen i L.) di 
Dur dariii bestefaenj wenn die Grussen in (y.) von i miabliangig gei 
Die G1 e ic!i nng e n (K.) and i K\) de r N o. 5 werden, vie die Biferenti^ 
nutzimg YOU {§.) zeigt, befriedigt dnreb die Ausdriicke 


(^i*) 

n n 

u 

11’ 

wo wiederifm 

beliebige von a; unabban'ii'ize Grussen siiid., 

Hiin ist 

w 

== wenn a:<§,, 

1 


^iVT^^ai = is 

1 

also folgt 



53—1 n n 

= Sx-^x'^-^xa “ !!Si. aLw dia, ^',*4! 

o’ 11 ' 

wenn 

II 

-l'5 = 

gesetzt wird. 



Die Grossen genugenalso den GieictningeE (E.) der No. 1, v 
(0.) der Ho. 6 ibre Erklaxung findea. 

Damit and = 0 werde^ mass 


04 . 




Am (££.) folgt 







. «Ui 






^11 

Uji2 

. llj,. 


1 







i 

D ■ 





,2 ^n-i,2 * “ 

. i,n, 



Also 

ergeben die 

Gleieliungeri *"y.j 








-Kig 

... 

■ ^n-~i,Q ■ 


; ^11 

Cjs ... Cm i 


(X.| 



i 

1 

— jj. 

; Caj 

CfS • • * » 



i ^o.n-i ^i.T, 

1-1 • • • 

1 , n—i 


■ ^ni 

Cn2 . . . 

it. 

also sofort 

die Giekiinngen (Q.) und 

(8.) der No. 6. 




Weiter ergiebt die Gleicbung (^.) 










• • ^0, S3- 

-2 



(1.) 

A = 

Ul'j 

aij 

• • ®1,K- 

-1 1 

- 2)2 




! ^n-^ 

L, 0 ®n-i. 1 • 


,n-l ' 


und 











£oo 


• • ^o,n- 

-1 



(tt-) 

E = 

; ■E’xo 

En • 


-1 

_ i ! 

1 1 




^ £n- 

l,C' 1 • 


.n-l 


also 

die Gleichnng (S.) der No. 6. 







Znm besseren Yerstandniss der No. 

7 ist zui beacbten, 

dass 



= izCa“oZ- 


Setzt man also in den Gleichungen (1.) der No. 7 


(f.) ^ == Cj^i-fCgyg + --- + c„5^„, 

so wird 

(fi.) iCj^ == dj 4* ^ Wj3fi2 4" ■ * • + (ati'= 0, 

weim 

n 

di — C| 

1 

gesetet wird. 

Da die Grdssen wegen des Bestebens der Gleiciiungen (L.) der No. 5 (Ygl. (C.)) 
stud, so letoes die Gleichimgeii (e.) in Terbindimg mit (f.) imd (q,), dass die Gleicl 
No. 7 nnr dann richtig sind, wenn die Grossen c*- in (v.) yon i nnabh. 


TAX 


ZUR THEORIE DER ABELSCHEX FUNCTION 

(SitzTingsberichte der Konigl. preassiscben Akademie der Wis sensei 
1898, XXXIV. S. 477—486: vorgelegt am 7. Juli: aasgegeben am 


Die gegenwartige Notiz kniipft an eine Untersuchnng an, 
in den Sitzungsberichten der Akademie vom Jalire iSSS an^j ill 
citatsmoduln der hyperelliptischen Integrale angestellt babe. Bib 
ein Fundamentalsystem von Losungen der Diiferentialgleicnun: 
die Periodicitatsmoduln eines Integrals erster Gattnng als Fi 
VerzTveigungswerthes x geniigen, und sind die A 

selben nach -x, alsdann sind die Functionen Losnng 

rentialgleicbung —1)^' Ordnung (H.), welche wir nach ei 
gefiihrten Bezeichnungsweise *) die 2p — 2“ Associirte der Gleichi 
wollen. 

In der oben bezeichneten Untersuchnng fiihrte ich fur der 
elHptischen Integrale (p = 2) aus, dass die Gleichnng (H.j, wi 
Falle sechster Ordnung wird, reductibel sein muss, indem 






Spiiter ist fiir die allgemeinen hyperelliptischen Integrale ei 
derselbe Satz bewiesen wordea*), indem ebenfalls durch Anwend 
mir**) aufgestellten Substitutionsgruppe der Gleicbung (G.) die E 
rationale!! Losung der — Associirten der Gleicbung (G.) erbai 
Daselbst^) wird iiberdies der explicite Ausdruck dieser rational 
entwickelt. 

In meiner oben erwabnten Untersucbung babe icb weiter fiii 
478] gefiibrt, dass die Reductibilitat der genannten Associirten 
STHASSscben Relationen zwiscben den Periodicitatsmoduln der bype 
Integrale erster und zweiter Gattung lieferttt). Das Gleicbe find 
bebebigen Werth von p stattttt), 

Bedeutet aber (G.) die Differentialgleicbung Ordnung, 
Periodicitatsmoduln eines allgemeinen AsELSchen Integrals 
tung geniigenl), und (H.) die 2 p —2*® Associirte von (G.), so is! 
suchung der letzteren nicbt auf demselben Wege ausfiibrbar, so 
auch fur den allgemeinen Fall der Periodicitatsmoduln der AbelscI 
die Substitutionsgruppe der Gleicbung (G.) aufgestellt ist. 

Icb win nun in der folgenden Note zeigen, wie man jetzt ob 
niss dieser Substitutionsgruppe aus der Bestimmungsweise, 
fiir die Coefficienten der Difierentialgleicbung der Periodicitats 
AsELScben Integrale entwickelt babe§§), unmittelbar und auf vie 
Weise fur den allgemeinen Fall der ABELscben Integrale 
kann, dass die 2jo —2‘® Associirte von (G.) eine Losung besitzt, 

*) Von meinem Sohne Richaed, in seiner im CRELLEschen Jonrnal, Bd. 119, abi 

guraliissertatioE, weiche ich im Folgenden mit R. F. bezeiclinen werde. 

**) Ceelles Jonrnalj Bd. 71, S. 100 £^). 

«*) E. F. S. 4-7. 
t) E. F. S. 7-12. 
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den Coefficienten von (G.) zu demselben IlatioR'aMtut'berfcitl 
auch reductibel ist). Der Xacbweis wird ebt.-n dtubirth tref^ 
solche Losung unmittelbar aus den fiir die f'i:»efrlcieiiten voi 
stellten Gleichnngen zu entnelimen ist. 

Wir zeigen alsdann, dass die Relationen, weiche die Kcm 
driicken, zu den RiEsiANXschen Relationen zwischen den Peri 
der AsELschen Integraie erster und zweiter Gattung fuhren. 


Wir betrachten ein System von DifFerentiaigleichungen r 
(A.) ■— = lu + J/. + • • • + y*. 


wo mit gegebene Functionen von jc bezeicbnet werden. 

Wir bezeichnen mit • • •, = 1 , 2 ,..., n) ein Fur 

von Losungen desselben und setzen 

(B.) 
so dass 


( 1 .) 


Ifil 


. - 

du) 

dm 

dm. 

if,. 

= - 


, uXj 

dm 

Id. 


= 

If: 




= 0 . 


Aus (A.) ergiebt sick dann: 

( 2 .) 


d'1“w aiii , A „ <1^; 

= So “lo “oJ So *<i: 
1 » 


dx 


Es geniigen daber die Grossen fiir 

A = 1, 2, n] (I — 1, 2, .... H 
dem Systeme von Differentialgleichungen; 
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Hat insbesondere das System (A.) die Form 


(A.) 


dr 

d?/, _ 

dx 


= y,. 


(ix 




dx 


= yoy. + yiys+"- + yn-iy»» 


d. h. in dem Falle, wo y„ii ■ ■ ■, y^. Fundamentalsystem von L 
der DifFerentialgleicbung w*" Ordnung 


(D.) 


dy 


ist, so nimmt das System (C.) die Gestalt an: 


0 


i 

' di',. 

1 cZj; 


«!VJ 5^* 

II II 

.,n 

(C,) < 

' 

1 rfj: 

W“1 

^k+l,n~^ j!^37I 5Kto ^A-,s«+l 5 
u 

(S = l,2,.. 

.,n 

! 

^^'nl 

\ dx 

n-i 

0 

(Z=l,2,.. 

,,n 


worin wieder r,, = — = 0 zu setzen ist. 


tSo] 


Sei 

( 1 .) 


J = jsdz 




.iTI ^ /-V U i-v «■ 



bestimmt sind*), werni wir 

(F.) = 2 


-p C‘,5 C*J 

Ees -z-T — 
tfj" cx“ 


setzen**). 

Das System {A^.) wird in unSerem Falle 


(A,.) 


(Jx 




<hh 


dx 


= 


(^Vn 


dx 




dx = - 

Es geniigen also fur diesen Fall die Grosser, ii-. welclie i: 
mer definirt worden sind, dem Systeme von Diiierentialgleichu 


f di\ 


(C.) 


< 


5.' ”1 

^ i'-rl, U ^ .a P'/s, '■ ,4 

-1 


C.t’ 
dC:.„ 

dx 

I l!k 

\ 6x 

worin wiederum = — 1 \„ r,. = 0 zu setzen ist. 

Nun ist***) 

”5^:^ ~ (^ +1! #i) + (^1 F + G • 


(h: 


(G.) 


i cx 

d(A,n — l) 


dx 


(X + 1, 


(ft, A) = —(A. It); ( 4 , a) = 0. 


*) Sitznngsberichte 1897, S. 615, Gleichnigen (6.)'). 
**) A. a. 0. S. 611, Gleichung (9.)“j. 
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Dui'ch YergieicLiung der Systeme (C,.) und (G.) ergiebt sich 
1 . Die Gleichungen (C^.) besitzen die Particularlo 

(H.) 

welche von der "VTahl des Fundamentalsystems von 
3/s,) •••5 2/ni Gleichung (D,.) unabbangig ist. 

Die Grossen (A, ft) sind nach den Gleicbungen (F.) algebraii 
nen von it’, wabrend die Grossen nacb den Gleicbungen (E.) : 
Rationalitatsbereiche wie (A, ft) geboren. 

Die Anzabl der in den Gleicbungen (C,.) auftretenden 
Grossen v.^ ist 

(2.) , = = 2>(2i>-i). 


Aus denselben Gleicbungen folgt durcb Differentiation nacb x 


(3.) 


dx^‘ 


(m) 


lU) 

wo Ay mit fJj zu demselben Rationalitatsbereicb geborige algebi 
tionen von x sind. Wird successive m = 1, 2, o gesetzt, un 
den entstebenden Gleicbungen alle mit Ausnabme von elb 
giebt sicb fiir eine Differentialgleicbung 


(J.) 


d'^v d^-^v 

dx'^ ~d^ 


(«j^) 

■■ + F,v 


0 , 


deren Coefficienten Pj. mit /3j zu demselben Rationalitatsbereicb 
Aus I. folgt nunmebr: 

n. Jede der Differentialgleicbungen (J.) besitzt j 


1 . 


_ 


i __ 1 


1 t.. 


^ 1 ^ 
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Derseiben genu^t nach dem Satze II. 

(4.) r, = (0.1; = - f 1.0; = - ^ Res I'. J. 

Xach den*) gemachtea Voraiissetzungeu ist in der 


-S == 

(c — a*) * 9 ,, tx) T 

ds 


CJ^ 

2 ’ ■■ ® '■ 

fsdz = 

2 (r-«)^ 


Da fiir (A, ft) die einzige Residuenstelle die Yerzweigungsstelie 
folgt 

(6.) fO. 1' = — •ijx). 

Fiir die hyperelliptischen Integrale ist beispielsweise 


wo 

ta] = 

also 

( 8 .) ( 0 . 1 . = -^. 


Die ip —2^^ Associirte der Differentialgleichung der Periodici 
byperelliptisclieii Integrale besitzt also das rationale Integral ^ 
welches bereits in der Einleitung erwahnt worden ist**). 

Da aus den Gleichungen (C^.) gefolgert wird 


(K.) 


— ^0 ^ai + 


dx 




c>=-‘r 


.1^ 


dx'‘ 


m.) 

wo mit den P-^ zu demselben Rationalitatsbereiche gehorii 
Functionen von x sind, so ergiebt sich: 
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Die Satze II. und IIL bilden also die Terallgemeinexung d( 
4S3] leitung erwahnten Satze fiber die zu den Differentialgleicbu: 
odicitatsmodnln der hyperelliptiscben Integrate geborigen Assoc 
Associirten derjenigen Differentialgleichungen, welchen die Perio 
tier aUgemeinen ABELSchen Integrate genfigen. Der Beweis di 
olme Zuhfitfenahme der Gruppe der Differentialgleicbnng der 
moduln erbracbt, indem direct aus der Gestalt der Associirten 
Losungen, welche denselben genfigen, hergestellt wurden. 

3 . 

In meiner erwabnten Notiz*) babe icb bereits darauf bing 
die von Weierstrass zuerst bergeleiteten Kelationen zwiscben 
citatsmodxiln der bj'perelliptiscben Integrate unmittelbare Folgerv 
der Keductibilitat der Associirten (2^5 — 2)*" Ordnung der Differe: 
welcber die Periodicitatsmoduln genfigen. Die Kecbnung findet si 
ffir die ultraelliptiscben Integrate ausgeffibrt. Spater ist dieselbe 
elliptiscben Integrate fiberbaupt ausgeffibrt worden***). 

"Wir wollen nunmehr zeigen, dass die in der Tbeorie 
meinen AsELschen Integrate vonRiEsiANN bergeleitet 
nen zwiscben den Periodicitatsmoduln der Integrate 
zweiter Gattung ebenso unmittelbare Folgerungen 
vorigen ISTummer gegebenen Reductibilitatssatze I. x 
stellen. 

Die RiEMANXscben Relationen lassen sicb namlicb in die f 
bringen: 

Ist 'j, Cj,..., ein Fundamentalsystem von AsELScben Integ 
nirffendwo in der RiEMAVNSchen Flacbe Incfaritbrnispb nnpndli<^'h 
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P 



“\\"ir A’oIIeii nun zuiiuehst ze:;^eii: 

(S«) We nil die (i lei eh ling {L.) fiir ein belief ie''I 
mentalsvstem b" erfiillt ist, lie-ten: di? 

clmiig fiir jedes andere Fundamentals vstem ^,^^2****“? 
Es ist namlicli zuiiaehst 


(F) 


-r (/., 


(//i = 


WO die Grosseii,^ C, - von f nuablningig sind eine i 

tion YOU (.r, .v) bedeutet'^’^l. 

Sei liuii ^-1G JS t da^enige Periodensysteni, far w'eleiies iiac 
aussetziuig die Keiatioii 

(2.) 'V lA JJr-A,L._ = Re^: 1;.- 

i 

bestelir. 

Ist -4,., B,:^^ das e 11 tspreelielide Periodeiisvstem fiir si 


also 




(5,) 


P 

'^[A,,Ba-AaB,^] = ^ 


(tiQ-vaa > Res: 


* 1 - 


Aiidererseits ist 




(C. C,--C-C. 
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WO die die ilmen in No. 1 beigelegte Bedeutung haben, wahren 
(A, ft) durcb die Gleichung (F.) Xo. 2 deiinirt sind. 

AVir wablen jetzt fur insbesondere ein Perioc 

Integrals J, nnd fur y,n y„n ■■■, y„, das entsprecbende Period* 
Piir diese speciellen Functionen y,^ ergiebt sicb ans d 
der Perioden eines AsELSchen Integrals, dass, wenn x einen Um! 
welcher s in sich selbst zuriickfuhrt, y,^ in eine lineare homog 
von y^i, y,n y^ mit ganzzahligen Coefficienten iibergeht. 
selben Umlanf geht daher in eine lineare homogene Fnnctior 

(12) 113) 

***5 % 

48 s] mit ebenfalls ganzzahligen Coefficienten fiber. Andererse 
Ausdruck (A, ft) seiner Bedeutung nach bei demselben Umlaufe 

(cc^) 

andert. Da aber ein Fundamentalsystem der Gleichungen ( 
so ergiebt die Gleichsetzung des Ausdruckes der linken Seite d 
( 5 .) vor und nach dem Umlaufe von x ffir die Grossen d^, 1 
System linearer Gleichungen mit ganzzahligen Coefficiente 
daher 4’? 4*^?‘"j 4^ rationale Zahlen. 

Sei 



wo Sj,Ej,...,Ej ganze Zahlen sind, von der Beschaffenheit, d 
sammtlich denselben Theiler haben. Es ist also 

= d. = r^.. 

Nehmen wir d = r, so erhalt die Gleichung (5.) die Form 

/« \ CI2> . (13) . . {S-1. _ . , _. 
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Setzen wir 
(9.) 


ffj.y; __ y *rg. C>T , C ' f/ 

■*2 - • ■»2 ’* • * ' . 


und bezeichnen mit (/. = l,-2_ ,]>) Per: 

fiir welches die Gleichung (S.) statt hat, 5i> erhiilt <1: ■ 


Ferner ist 


0 /r*"'J 


Ees 


cz / dr" 


Die Gleiclnmg (S.) wird daher 

p 

( 10 .) '^_{A:^B:,-A:.^B,J 


I 


Res: 


€%■'' 


Dieselbe findet filr , .... ’^ , welche ein Fundainentiilsyste 

statt, folglich nach dem Satze (S.) fiir jedes Fuuda nient; 
Integralen Z, 


i’ ’’5 ■••• -n- 

Es sei schliesslich noch bemerkt. dass die Satze in Xo. 2 


der Gleichung (7.) noch anderweitige Consequenzen ergeben, 
hei anderer Gelegenheit einzngehen mir vorbehalte. 


Tergl. SitzungsbericMe a. a. 0., S. 610 . Satz la^). 


1) Al'li,. LXTIII, S. 252 dieses Basdes. E. F. 


ANMERKUNG. 


Anderuiigeii gegen das Original. 

S. 253, Zeiie 2 wnrde liiater 1555 »aii« eingefugt, 

Fussnote 1559 statt 1558, 

290 ,, 1S59 statt I8SS, 

„ 291, Zeiie 4 wurde >so besteiit® eingefiigt, 

„ 5 wurde »bestehtc unterdriickt, 

13 wurde liinter Gleicbimg (2.) »besteiit<K Mnzugefiigt, 
,, 292, ,, 1 wurde »die« binter wo eingefiigtj 

p 

„ 293, Glekliuiig (10.) statt 
1 1 
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BEMERKUXGEX ZUR THEORIE DER ASSOCIIRTEX DIF] 

GLEICHUXGEX. 

(Sitznngsbericlite der KoiiigL preussischen Akademie der Wissensclia] 
1899, Xin, S. 182—195: vorgelegt am 9. Marz: ansgegeben am 16. 


. Das Folgende eiithalt eiiien Aiisziig aiis weitereii Uiiters 
iiber die mit einer iinearen, homogeiien Differentialgleiehimg 
(A.) verbimdeneii Associirteii c'')rdiiiiiig (H.), deren Tlieori 
Sitzniigsberichten 1SSS, S. eiiigeleitet imd in spiitereii 

daselbst fortgesetzt liabe. Es wird die Frage, waiiii die associirt 
gleicbiing /d®'’ Ordniing reductibel sei, welclie wir bereits fiir dei 
batten, wo es sich urn die DifFerentialgleicliiingen der Periodiciti 
ABELscheii Iiitegrale handelt*), fiir den allgeiiieinen Fall wieder 
indeni wir die nothw’endigen und liinreicbeiiden Bedingiingeii fib 
bilitat ziir Darstelliiiig bringen. Das bier eiiigescblagene 
gleich iiber die Art, wie die Rednctibilitat sich bewerkstellig' 
Hieran scliliesst sich der Xacbweis, dass die Bedingnngen der 
ffix den Fall erfiiilt sind, dass die Adjnngirte der Differentiab 
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,tte, dass die Losungen der Associirten (H.), durch die Quadratwurz 
auptdeterminante der Differentialgleichung (A.) dhidirt, einer Differ 
eichung (H'.) geniigen, die mit ihrer Adjungirten zu derselben Klas 
irt, durch ein neues 'V’erfahreii begriindet, welches den Aorzug hat, 
itur der C'oefticienten des Ditferentialausdruckes, durch welchen die Los 
u (H’.) mit denen ihrer Adjungirten zusammenhangen, einen tieferei 
ick zu gewahren. AA'ir haben zwar im Folgenden in den Entwickel 
IS auf die Betrachtung des Falles, wo n = '1 ist, beschrankt. Es ist ^ 
3htbar, dass der allgemeine Fall keine Modification der Methode erf 

5 ] 1 . 

Sei 

(A.) j= o 

ne Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten der unabhangige 
ablen a*, deren Losungen sich uberall bestimmt verhalten. 

Siei y,, y^T ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichui 
ad werde gesetzt 

j y,y',-yJi = «ij y.y^-y.yl = «4, 

{!•) I yty',-y,y'i = y,yi--ypy', = 

( y,y\-y.y[ = yX-ypy’, = 

) geniigen diese sechs Functionen einer linearen, homogenen Differ 
[eichung sechster Ordnung*); 

(B.) + P,« “ + P, ~ P3 m'** + P, m‘« + P3 u' + P3 u = 0. 

Die Losungen derselben verzweigen sich in denselben singularen Pi 
ie die Losungen von (A.) und verhalten sich ebenfalls uberall bestim 
Es soil festgestellt werden. unter w^elchen Umstanden die Differ 
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m 

;rentialgleichungen im Allgemeinen Ordnung, in welcher sich 
ctible befindet, auch solcbe enthiilt, deren. Ordnung kleiner ist als m 
Soli also die Gleichung (B.) xeductibel sein, so giebt es rationale F 
m B^^ •••} '’0^ der Ax’t, dass die F’unctionen 

[2.) [' = Kv + til -r ' -r B, Ilf + B^ Iff' -i- ifjj'/ , ,1- = 1, 2,..,, 6) 

r linearen, homogenen Gleichung genugen: 

:C.) K.l\~ ■■■ - K,l\ = 0, 

Blj, JiTj, fig constante Grossen bedeuten. 

Sei a ein bestimmter der singularen Punkte, in welchem sich 
ingen von (A.) und (B.) verrAveigen, und seien r,, die "VYu 

zu a gehorenden determinirenden Fundamentalgleichung von (A.). 
Wir wollen der Einfachheit der Darstellung Tvegen voraussetzen 
iltate werden von dieser Yoraussetzung nicht beriihrt), dass nicht da: 
pelte der DifFerenz zweier der Grossen r. eine ganze Zahl wird. Bed* 
mn y^^ y^ die beziiglich zu als Exponenten geho 

ingen von (A.), und setzen wir: 

(3.) Pi = 9.= r,+ r^-l, Q, = r,+ r,-l, 

pj == + Fj 1, Pj = r, + 1, Qf F, + 1, 

:eh6ren die Functionen u^, bezuglich zu den Exponenten und die I 
3n Vj, bezuglich zu den Exponenten Oj, = 9 i, ganze 

iutet. 

Das Bestehen der Gleichung (C.) erfordert, dass wenigstens : 
Grossen o, sich nur um eine sanze Zahl unterscheiden. 
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W 

2 . 

Mogen die Losnngeii nach. irgend einem Umlaufe W iibergelie 

(D.) iifi) = Ki, y, + Ki, y, + 2/3 + y^; (ifc = 1,2, 

abdann erleiden die Functionen durch denselben Umlauf die Subs1 

I (“.) = K) = 

(I^*) I (**j) — (**») “ 

(*^s) “ O^e) ~ Sifc (^^)4 **i» 

WO die Summation in Bezug auf k von 1 bis 6 zu nebmen ist, und v 

I “a > 

j (^,0. = 

i (^> O4 — “is % ~ “is “zs) 

I = “is“M-“i4“ZS. 

\ (X:,0. = “is«u-“i4“a 

gesetzt worden ist. 

Aus den Gleichungen (2.) voriger Nummer und aus (D'.) ergiel 
dass dutch den Umlauf W die Functionen die Substitution 

-85] / (UJ = Si(12)iC4, m = 2i(13)if4, 

(D-) (fg = Si(14)A, (U,) = 2,(23),U„ 

' (Cs) = 2i(24).f4, (Z7.) = 2i(34),C7„ 

srfahren. 

Soil abet die Gleichung (B.) reductibel werden, so muss nach 
Jfummer [(U.)], und den uber die Gtossen gemachten Voraussetzunj 
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Die beiden letzten Gleicbungen liefem zusammen die Bedingungsgleicn 

a.) ^Z,[(12:,-(34.,] ^ jq(34A-£:;(12;, = 0. 

Sind umgekehrt die Bedingungsgleichungen (F'.) erfullt, so foigt. 
Function: 

G.) S = JlTj H, -i- A'e M, 

dem Umlauf TV iibergebt in 
G’-) (?) = A'-?, 

l' ebenfalls einen constanten Factor bedeutet. 

Sind die Bedingungsgleicliungen (F.) oder (F'.) fiir alle Umlaufe W 
ibangigen Variablen erfullt, so wird demnach die logaxitbmiscbe Ablei 
Function o eine rationale Function sein. Damit die Gieichung (F. 
Umlaufe erfullt werde, ist aber nothwendig und iiinreichend, dass d 
die um die einzelnen singuiaren Punkte der Gieichung (A.) voilzog 
aufe (die Fundamentalumlaufe) geschieht. 

Wir erhalten also die foigenden Satze: 

I. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
Gieichung (B.) reductibel werde, ist die, dass die Beziehui 

oder (F'.) fur alle Fundamentalumlaufe der unabhangi 
iablen bestehen. 

II. Im Allgemeinen wird die Gieichung (B.) in dem Si 
uctibel, dass sie mit einer linearen, homogenen Different 
-chung erster Ordnung mit rationalen Coefficienten ein 
ral gemeinsam hat. 
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Die Anzahl der in einer beliebigen Differentialgleichu 
deren Losungen uberall bestimmt sind, ausser den singu 
tretenden Parameter ist grosser als die Anzabl der dure 
(F'.) fiir die einzelnen Fundamentalumlaufe denselben a 
dingungen. Hieraus kann a priori geschlossen werden, das 
laren Punkte von vorn herein festgelegt rverden, man di( 
so bestimmen kann, dass die zweite Associirte der Different 
Ordnung reductibel wird. 


3. 

Wir woUen nunmehr eine specielle Art von Differentia. 
Ordnung behandeln, fiir welche die Bedingungen fur die 
zweiten Associirten, vrelcbe wir in den vorhergebenden 
haben, erfullt sind. 

Es werde vorausgesetzt, dass die Adjungirte der Differe 

(A'.) . 5 “’ + g, 5 ® + q ,+ g, / + 2,5 = 0 

mit (A.) zu derselben Klasse gebort. 

Seien wieder r^, r,, r^, die Wurzeln der zu einem si 
geborenden determinirenden Fundamentalgleicbung und 
von (A.), welcbe bezuglicb zu den Exponenten r^, r^, ^ 

■s'.j die bezuglicb zu y^, y„ y^, y^ adjungirten Losu 
geboren dieselben bekanntlicb bezuglicb zu den Exponente 

r,+ 3, rj + 3, —rj+3. 

Unserer Voraussetzung gemass giebt es rationale Func 
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Zalilen abgesehen, bis auf die Reilie: 

ubereinstimmen. 

Wir machexi der Einfacbheit ivegen die Voraussetza; 
der singularen Punkte zwei der Grossen r um ganze Z: 
verschieden sind oder eine ganze Zahl wird. Dann ze 
in zwei Gruppen zu je zweien, und in jeder dieser Gru| 
der Elemente eine ganze Zahl, und diese Gruppirung ist 
moglich. Wir wahlen die Bezeichnung so, dass /'j+GG 
sind. Alsdann ergiebt sich: 

I. Die Determinante A der Substitution (D.) 
Einheit gleich. 

Ist namlich 


( 2 .) 


so ist: 


a 


X —a 


+ is? {x! — q' ■ 


(3.) 


r, - r, - r, - G = ^ - a. 


Es ist also « eine ganze Zahl, und daher die Hai 
Fundamentalsystems ■■■, eine rationale Function, woi 
ergiebt: A = 1. 

Wir haben nunmehr 


(4.) G = 

wo ftj, .Uj, fij, constante Factoren bedeuten. Wenn de 
Substitution (D.) der y.^ entspricht, so ist die Substitution 
durch denselben Umlauf erfahren, nach Gleichung (1.): 
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Bekanntlich erfahren die Elemente durch den Uml 

zur Substitution (D.) reciproke Substitution. 

Bezeichnen wir daher die zum Elemente cc^ adjungirte Unterd 
mit A;;., so erfahrt nach dem Umlaufe IF das System die ‘ 

(6.) t = (A^). 

Duich Vergleichung mit (5.) folgt demnach: 



Setzen wir: 


( 8 .) 


{ A,,A,-A,,A,, = y2', 


hiK-KK = y®, 

Ajj Af, A;, = ) 

Ai, — Aj^ A,, = y2’ I 


so ist nach bekannten Determinantensatzen: 


yu = 

-( 24 )., 

y'S = 

-( 24 )., 

yS = 

( 24 )., 

= 

-( 23 )., 

Fu = 

( 23 )., 

y?; = 

-( 23 )., 

y'u = 

( 13 )., 

r» = 

-( 13 )., 

y?.’ = 

^ -( 13 )., 

f m 

-( 14 )., 

yS’ = 

( 14 )., 

V® = 

/2S 

-( 14 ),. 



Andererseits folgt vermittelst der Gleichungen (7.): 
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Aus (9.) und (10.) ergiebt sich: 


fib 

'■M* 

-fl)(24}, = 

0, 

..“3 

0 

II 

fib 


= 0, 

fib 

+ lj(23), = 0, 

(~ 

-l)(23), = 

0, 

'f. 

A-i)(23).= 

(~ 

4-l)(14). = 

0, 

(ib 

\F, 

+ l)(14), = 0, 

(ib 


= 0, 

(ib 

VFs 

= 0, 

fib 

b-l)(13), = 

0. 

(ib 

i^-lWl3\ = 

F» / 


Aus diesen Gleichungen folgt, dass im Allgemeinen; 


( 12 .) 


i 1^3! 

' F. = -.“i 


sein muss. Analog, wie die Gleichungen (9.) und (10.), € 
folgenden Gleichungen; 
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wenn das Verhaltniss 


A*. 


den Gleichungen: 


( = 0> 
( K,il2l + K,m, = 0 , 
i KJ12%+K,(U}, = 0, 

I K,(12),-K,m = 0, 


genugt. Aus den Gleichungen ( 17 .) und (I 7 a.) folgt vermittels 
( 13 .), ( 14 .) der gemeinsame Werth: 


( 18 .) 


E, = -K, 


h.. 


Xach den Gleichungen (13.), (14.) ist femer 

( i:.(12),+ Z.(34), = A-J(12).+ 

19.) J 

I Z,(12).+ Z.(34). = J:,-^j(12) 



190] Es hat demnach die Form 

( 15 a.) 9 = Mi+~«, 

die Eigenschaft, nach dem E'mlaufe TF in 

(20.) (9) = 9[(12),-g- + (12); 

uberzugehen. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 

II. Die zweite Associirte einer mit ihrer Adju: 
selben Klasse gehorigen Differentialgleichung v: 
ist reductibel*). 

In tjbereinstimmung mit 11 . voriger Nummer folgt abe 
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4. 

Ich habe fruher*) fur die Associirte einer DitS 
Ordnung 

(!•) = o, 

namlich 

(2.) ti'’ + Pj !(’-*' + • • • + P. !j = 0 **) 

nachgewiesen, dass dieselbe zu ihrer Adjungirten: 

(3.) v' -i-Q^v' “-i-'-r Qyl' — 0 

in der Beziehung steht, dass 

(4.) a = H[A,v + A, v'^-- + A,_, r j 

ist, Avo JET die Hauptdeterminante von (1.) imd A^, . 
Functionen von a’ bedeuten, oder, vas dasselbe besagr, 
gleichung fiir mit ibrer Adjungirten zu derselben 
habe daselbst***) diesen Satz mit Hulfe einer aus der 
Ableitungen gebildeten quadratischen Form beTsiesen. I 
selben Satz durch eine andere Methode herleiten, weld: 
die BeschafFenheit .der Coefficienten A, eine tiefere I 

f-: 

Ich beschranke mich dabei, ohne der Allgemeinheit A 
den Fall, dass die Differentialgleichung (1.) von der A'ie 
Es sei also y^, ein Fundamentalsystem voi 

chung: 

(la.) 


y'*‘ + Pxf ^ -T PAJ = 0 ) 
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Wir wollen 


setzen. 


Fiir ein anderes Fundamentalsystem der Gleichung (la.) y;,, • 
u\, if,, ..., u-j ehemo aus t;,, ..., gebildet, wie u^, ..., aus i 

(5.) H’l = T.sVs-’iaVi) •••> 


Sei 

(6.) r,i = Cf,i + fjj 2/s 2^3 + Vi ? 

so ergiebt sicb aus bekannten DeterminantensatzeE: 
(J.) PQ:J) = \Q(h,l), 

WO 


(H'.) Qik.l) = uf + + + *4*’K' + «<’?*' 

and A die Determinante der Grossen c^, also 


(7.) A=jf;,.l 

isr. 

Aus (J.) ergiebt sicb zunacbst: 

I. Es ist P(A-,/) eine Inyariante in Bezug auf die 
nen Fundamentalsysteme der Gleicbung (1 

selben Gleicbung (J.) scbliessen wir femer, dass -^P{k,l) dure 
lauf der unabbangigen A'ariablen geandert wird, wenn H die 
nante der Gleicbung (la.) ist. Da die Losungen von (la.) ii 
bestimmt sind, so erbalten wir den Satz: 
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den Exponenten 

gehoren iind demzufolge in der Umgebung von ..i' = a: 

(8-) Pit.l) = 

sein, wo 

= r, + r,-Tr,-i-r„ 

nach ganzen, positiven Potenzen von x — a ; 
Reihe bedeutet. In der Umgebung von a ist aber: 

(9.) H = (x- «)-’■■’ %IX - ft), 

wo ^'^{x — a) eine nach ganzen, positiven Potenzen von x — a 1 
Reihe bedeutet, die fiir x = a nicht versehwindet*). 

Folglich ist 

P ' 7- n 

( 10 .) 

li ' ' 

Seien die Wurzeln der zii x = oc gehorenden d< 

Fundamentalgleichung, und wahlen wir fiir if^, = 

kanonische Fundamentalsystem, dessen Elemente bezixglich zu 
horen, so ergiebt sich ebenso: 

(8a.) P(Z:,0 = 

wo eine nach ganzen, positiven Potenzen von fortschi 

bedeutet. Xun ist aber in der Umgebung von a; = oo 
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153 ] l-'iir /;-!-/<4 muss also zufolge der Gleicliung (Ht.) 
mindestens von der Urdnung verscliwiiiden. 

1st also 3 die Anzalil der im Endlichen, gelegenen singe 
(ileicljuug (la.), so wurde 9 i/) eine gar^e, rationale Fur 
Grades sein. Xach Gleichimg (lOa.) aber ist c 
hoher als 4 — /; — /. 

III. 1st also die Anzalil a der im Endlichen gel 
liiren Punkte der Gleichung (la.) grosser als 1, sc 
A' + /<;4, identiseh Null. 

Fiir k^l. = 4 ist nach Gleichung ( 10 .) 'f;,(x) in keinem 
gelegenen Punkte unendlich, aber nach ( 10 a.) auch im Unen 
folgt also; 

IV. Fiir k~l= 4 ist ^^(^r) eine Constante 

Aus der Definitionsgleichung (H.) fiir P{k, 1) ergiebt si( 

(K.) DFikJ) = P(h + l,l) + P(]c,l+l), 

wo D den Differentialquotienten nach x bedeutet, und 

(L.) P{l,k) = P(k,l). 

Nach Satz III. ist nun 

c P(0,0} = 0, P(0,1) = 0, P(0,2)=0, P(0,3; 

(11.) j P(1,1)=:0, P(l,2) = 0, P(P,4:) = y^H, 

^ = P(2,2) = y,,K 

Nach (K.) ist 

0 = DP(0,3) = P(l,3)4-P(0,4), 

also 
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Durch Differenzirung von (^.) erhalten wir 
(d.j •2P(2, 3) = pa. i) + F'iJ, o. 

Aus (y.) und (d.) folgt 

(s.) P(1, 4) = - i P(0, 3); P(2, 3) = 1 P(0. 5; 

Setzen wir diese Werthe in 


DP(0,4) = P(l,4) + P(0,5) 

ein, so ergiebt sich 

P(0,5) = |dP(0,4), 

also nacb ($.) 

(M.) P(l, 4) = -1 DP(0, 4) = -|dP(1, 3). 


5. 

Um nun den oben bezeichneten Satz zu beweisen, be 
Verfahxens, welches wir bereits bei fxiiherer Gelegenheit*) 
Aus der Gleichung 

P(0,0) = 


folgt namlich das System: 


dF dF dF 


dF , dF , 


dF , 
5 « 


dF . dF , aP „ 

dti, * dtt. du. 


= -2P(1,1) 
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Bt-zeicimeii wir iiiit v,, die m beziiglic 

Lusungfii der Gleichung (3.) (fur 71 — 2, v — 0), mit 6 die Ha 
der It. und setzea 

Ik " 1 m 

i A = 2[-/>.1.4}-DP{1.3! + -|j^-Pil,3V, 

I p. == 2P.1.3 . 

so ergiebt die Auiiusurig der Gleichungeii (N.) 

{2.) = An+ut-i. 

jss] Ha nach den Gleichnngen (11.) uiid (M.) voriger Xumme 



PH. 3) 

II 

constant), 



Pi 1.41 


3 

dH 


= ^^DP(1 

•3} = 0 

^ dx ’ 

und da 






d log S 
dx 

= - 

II 

til 

= -i>.. 

90 ist 





lO.) 

A = yH{op^ — 2P. 

F = 

2fH, 

Die 

Gleichungen ("2.) sind gleichbedeutend mit 


/ 2 m, = 

li\ + pv[, 

2 a, = 

Ar, + ftr;, 

(P-) 

-2«. = 

kv, + prl, 

— 2mj = 

A -f ^14 


1 214^ = 


2m, = 



imd diese Gleichungen beweisen nicbt nnr den am Anfange 
erwabnten Satz, sondem sie bestimmen auch die Beziel 

fi II 11 cy P Ti fl M T H 1 1l 1 “ £i T4 ca 1 Tit in m 4” ITS it 1 1 « 4- 



AXMERKUNGEN. 


1) Anderungen gegen das Original. 

S. 295, Zeile 6 des Tex|ps wnrcie hinter Bifierentialgleicliang 
„ 297, „ 2 enthiilt statt vorlianden sind, 

„ 10 s-iind seien'3 vor fg, 14 , cdngefugt, 

299, „ 9 T. n. besteben statt bestelit, 

Fussnote 715 statt 57, 

„ 302, Zeile 5 v. u. Gleicbnngen statt Gleicbang, 

Jl 

„ 304, „ 1 >vOG« vor gestrklien, 

Ag 

„ 7 V. n. Die zweite Associirte statt die Differentials] 

ciirten, 

„ 6 T. u. Differentialgleicbnng statt Gleielinng, 


y. 30C, ,, 9 V. u. der statt ziir, 

,, 3C8, „ 14 Dednitionsgleiebiing (II) statt Differaiitialgleichtm: 

,, 16 am Ende binzagefligt, 

„ 310, ^ 2 >and<t vor mit 6 nnterdrackt. 


2) Die in der Xo. 3, Gleicbung (12.) aiifgestellte Bebaaptimg: Ans den Gleielr 
Ailgemeinen = “P-s, m-s = —a^ sein muss, kanii iiicM anfrecbt erbait 
zwischen den beiden wesentlicb verseMedenen Fiillen: 1) = Uj, Wg = u-^ m 

unterscbieden verden. Anf den vorliegenden Gegenstand beziebt sicli meiiie 
a. Matbematik, Bd. 123, S. 54—65, U'ber lineare boniogene DiHerentialgleif 
Adjmigirten zn derselben Art geburen). Icb babe daseibst (Xo. Y j gezeigt, 
Ag (Xo. 3, Gleicbung 1.: der vorstebenden Arbeit iceines Taters) verschwinde 
der zweiten Associirten wird, was mit dem Satze HI. der Xo. 3 dbereiiistii 
der mit den GleichnBgen (11.), (13.) nnd (14.) der Xo. 3 gleicbfalls vertra 
Associirte in anderer Weise rednctibel. 
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tJBER EINE BESOXDERE GATTUXG VOX RATIOX 
MIT BIAGIXAREX DOPPELPUXKTE: 

(Sitzungsbericlite der Konigl. preussischen Akademie der "Wisse 
190CI. VI. S. 74—78; vorgelegt am 1. Febraar: ausgegeben am 


In einer analytischen Untersucliung bin ich zu folg 
gefuhrt worden; 

Es soil eine rationale Function t der unabhangigen Va: 
von folgender Beschaffenheit gebildet werden. 

I. Die Function F(t) soli nur fiir endliche nicht reale 
werden, welcbe sammtlicli in einer und derselben durch d 
GEbene ausgeschnittenen Halbebene sich befinden. 

II. Die der realen GAxe in der ^•-Ebene entsprech 
durch eine endliche Anzahl vorgeschriebener Punkte Mndu; 

slaIIati 
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EINE GATTUNfi RATiONALER CLRVEN. 


zuordnen. Dann wm! die Function 


wo 


wenn 


(3.i 


"FU^ ’' - t'x "■ A -■" 


y{2} =r 


gesetzt und mit dem rechts oben stehenden Accent die Ablei 
75] zeichnet wird, den Bedingimgen I und II Geniige leisten. 
nun danim handein, nachzuu’eisen, dass p,, ..., p^, /S^, /S,, .. 
werden kdnnen, dass auch die Bedingung III erfiillt wird. 

Diese Aufgabe kann u. A. durch eine Metbode gelost 
wir ini Folgenden nur andeuten wollen, indem wir uns die nal 
fiir eine andere Gelegenheit vorbehalten. 

Es sei vorausgesetzt, dass die Existenz einer den Bedingi 
genugenden Function 


i::V + 


ATo die durch die Gleichungen (-2.) und (3.) fur n = m 
wiesen sei. 


1st alsdann C ein von verschiedener Punkt i 

P ein von p^, p,, p^ verschiedener in derselben Halbebene t 
realer ’VVerth und § ein von ..., verschiedener Pr 

i-Axe, so geht die der realen t-Axe der Gleichung 


EINE GATTCXG RATIONALER CURVEN. 


Es liisst sich nun beweisen. dass in, Folge tier 
macliten Voraussetzung die Function 


H(f. i. 


Ti7T '7.,/,)' 


nicht fiir reale Werthe von t und mdgen dies 
verscbieden oder einander gleich sein, verschwii 
Der Modul dieser Function besitzt dalier fur reale 
eine von Null verscbiedene untere Grenze, welche wir 
wollen. Hieraus folgt, dass die Gleicbung (4.) ebenfalls 
Genuge leistet, solange mod 6 < 3/, d. h. solange der Absi 
vom Punkte eine gewisse angebbare Grenze nicht i 

Die Gleichung (4.) behiilt dieselbe Eigenschaft, wei 
Anfangslage 'T' fortschreitet und zugleich j'J, von den Ai 
Q = q‘°‘ ausgehend Lageniinderungen erfahren so lange, h 
den Gleichungen 

(7.) 

( 8 .) = 


wo der conjugirte 3Verth von d ist und aus 

wenn die Coefficienten von H durch ihre conjugirten Wei 
noch die Gleichung 


(9.) 




= 0 

dt 6t^ df, dt 


durch endliche Werthe von t und t befriediet 'vvird; oder 


£!NE GA'lTL'Nf. KATIf-iNALtR CURVEX. 


3!f> 


!3.( 


d = 

d = 


i'f ! _ h' ' ; ’ 

■■ f; f^_ 

If if ;— ""‘Jij ih^.f) ' 


emiliche W’erthe von t Jieniigeii: odcr endlicli, bis 


|14.j 


d -r liinF-F '. rj = 0. 


Die Elimination von ! nnd f, aus den Gleichungen (7.), (S.) 
ergeben 

Sid,S,.Q,o,) = 0 


Oder 

(15.) F(:, ?.<>,) = 0, 

wo den conjugirten \Yertli von C darstellt. In gleicher "W 
Elimination von t aus den Gleichungen (10.), (11.) 


S,(d:d„p,(io) = 0 

Oder 

116.) F,(;, 9, p,j = 0, 

77 ] endlich durch Elimination von t aus den Gleichungen (l: 
Resultat 

Oder 

(n-) = 0- 

Keine der drei Functionen J2, R^, R_^ besitzt einen Factor 
sammtliche Coefticienten gleichzeitig von /3, p, p^ unabhang 
konnen die Gleichungen (14.) bis (17.) nicht fur d = 0, = 


EINE GATTCXG RATIOXALEIl CHIVES. 


SO wild die Fimction 


( 18 .) 

wo 



(1^-) 






die Eigenschaft haben, dass filr t — ^ , 3 , .... 3 ,3 : 

O 7 "l* r'g' ■ « 


,, *'2) • • -5 


annimmt und dass die Bedingung III fii: 


fiillt ist. 


Da nun fiir m = 1 in der Gleichung 



jedem Werthe von nur ein AVerth von f zugehort, so w 
cessive Anwendimg des angegebenen Verfahrens fiir eine b 
Herstellung einer rationalen Function I'(f) ermoglicht sei 
Eingange angegebenen Bedingungen I, II, III Geniige leis 
Fiir etwa mogliche Ausnahmefalle kann aiich das 
eingeschiagen werden. 

Wir schalten zwischen der Punktreibe 
andererseits eine endlicbe Anzabl von Punkten 
denselben entsprecbend p willkiirlich gewahlte nicht rea' 
in derselben Halbebene t gelegene Grossen ..., u 

entsprecbend als TJnendlichkeitsstellen zuordnen. 
mehr mit Hiilfe von den Gleicbungen (4.) und (5.) analogs 
der Curve C successive zu den Curven C^, C^, ..., iibe 


LINE GATIXNG RATIONALES CUEVEN. 


! > 



welrlie ziniaelist den Bediii^iiiigen fiir z = L 2. 

Geniliit* leistet. Y.s nlsst sieli nuiiinelir beweisen^ dass ^3* 
an einander unii an emerseits und andererseits jedoc 
Aiizahi ^0 ueiTulilt werdeo kdnnc?ii, class filr jede der GleichuE 
die Bediiigiing III erfiillt wircL 


AXMERKUXa 


iTe saliere Begrundnng der ia der vorllegenden Xotiz sMzzirten MetLoden li. 
r.ielr ge^eberi, Im bandscLriftliclieB XacMs^s habe icli aiclit genugendes Material zi 
der BeweGiubniiig gefanden, 

Tgl ubrigens die Aamerkung 1) zur Abb. LYIII, S. 116 dieses Bandes. 


Lxxin. 

ZUR THEORIE DER LDsEAREN DIFFEREXTIALGL 

(Sitzungsbericlite der Konigl. preassisclieii Abademie der Wissen 
1901, n, S. 34—48; vorgelegt am 10. Jannar; ansgegeben am ] 


Die foigende Xotiz enthiilt einen Auszug aus einer dem 
ofFentlichenden Arbeit. Man hatte in den bisherigen auf c 
rentialgleichungen beziiglicben Untersucbnngen sic-h daraui 
analytische Form der Losungen derselben in der UingebuE 
laren Stelle der Differentialgleicbung festzustellen. Fiir v 
Probleme, welche auf die Xatur der der Differentialgleic 
Substitutionsgruppe Bezug haben, ist es von Wichtigkeit, auc 
Form fur ein Fundamentalsystem von Losungen aufzustellen 
Fundamentalgleicbung fur einen beliebigen Umlauf entsp 
Aufstellung bescbaftigt sich der erste Theil dieser Xotiz. 

Mit Hiilfe der erhaltenen Resultate wird alsdann ein a 
belt der Gruune Ton Siihstitntionen beziifflicher Satz hersrele 
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Zl'E THEORiE DER LIN'EAREN D’FFERENTIALGI.EICHCNGE: 


1 . 

In den Grundlagen der Theorie der linearen Differential! 
Folgende^ *) bewiesen: 


Es sei 



35 ] Avo i >,5 • • •• eines Gebietes T der complex 

eindeutige und iiberall bestimmte Functionen von. z sind. Is 
von innerbalb T und 



a.j-oi ... e„i 

e, J — tu ... Uj.^ 


... ■ 

die zu diesem Umlaufe gehdrige Fundamentalgleichung, so giel 
raentalsystem von Losungen von folgender Bescliaffenbeit: Sii 
bez. Aj, facile 'Wurzeiii der Gleichimg (B.), derart al 

^, + Aj + • • • + A, = n, 

so zerfallen die zu oj^ geborigen Elemente des Fundament 

ia Gnippen von bez. •••) .“t Elementen, wo also: 

dass die einer solchen Gruppe zugehorigen Elemente Umlau 
Gestalt 

1 ' 

ifU ) .V, = + 



ZfR THEORIE DER LIXExlREX DrFr£RE>'TrALGLEICr!UXG 


sie in der Theorie zunachst Anwenduiig gefimden hsibeii 
jeden beliebigen Umlauf U giiltig. 

In dem Falle, dass der Umlauf XJ um eine der Unstetig 
der Coefiicienten volizogen wird, ist nachgewie 

die analytische Form der zu einer Gruppe (C.) zugehorigen 
die folgende ist: 

Sei 



und setzen wir 





WO ..-5 T^c Umgebung von a eindeutige Func 

und wo 

(2.) t = —log (a- a). 

Alsdann ist 


(D.) 


IL = /‘(O: 

y = _i_ MO 

ft-1 at ^ 

_ 1 07(0 

(fi-l)(ft-2) 6f 


1 d^-Y(0 *) 


9 , 
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Sind die sammtlichen Grui>pen (C.) eingliedrig, so ist ei 

OJ, = tOj = ••• = = 1, 

ulsdann bleiben 

y, = = rv • • •> 

beim Umlauf U ungeandert, oder wenn z. B. 


YOU Eins verschieden, so setzen wir 


1 



alsdann ist 

(^^•) ~ » ?J! 3^3 ’ 9s5 • • •> 3^0 ?»> 

WO •••5 beim Umlaufe C/ ungeandert bleiben. 

Wenn nicht sammtliche zu einem beliebigen Umlauf U ge 
(C.) eingliedrig sind, so sei der Reprasentant einer mehrg 
d. h. dasjenige Element derselben, welches sich bei dem Ur 
Wurzel ti) der Fundamentalgleichung multiplicirtj femer s 
Element derselben Gruppe, so dass 

(2.) ^3 = “1^,3 + Til- 

37] Wir seteen nunmehr 

‘Ziziai — 

t = ~log|, 

dann wird | bei dem Umlaufe U ungeandert bleiben, wahren 


ZUR THEORIE DER LIXEAREX DIFEEREXTIALGLEK HUXGEN. 


WO 'f, beim Umlaufe TJ iingeandert bleibt. Aus der zweiteu Gieici 

hi = “lA+A 

folgt, dass ~ nacb dem Umlauf sicti um -i- veraiehrt. Die sleicli 

scbaft kommt aucb - - zu; es ist also “—— eegen den Umlauf V nii 
lich. Hieraus folgem wir analog wie bei dem entspreclienden be 
Fail fur den Umlauf um einen einzigen singularen Punkt*): 


(4.) 






svo Sjj bei dem Umlauf U ungeandert bleiben. Und so fortfabrei 
man 


(5.) 


Pa 




+ 'Ai^+"-+ ru,u-.U-‘|, 


?uoi ?uit Umlauf U ungeandert bleiben. 

Man kann alsdann analog wie fiir den Umlauf um einen einzige 
.aren Punkt folgern, dass die Functionen 'f-. sick als lineare homogei 
ionen von linear unabbiingigen unter ihnen mit constanten Coe: 
iarstellen lassen, und dass namentiich die Coefficienten der hocbsten ! 
i’on t sick von 'Sj nur um einen constanten Factor unterscheiden. 


3. 

Wir macken jetzt Gebrauck von folgendem Satze: 

Ist 

(1.) y = f{z, u) 

fine Losung der Gleickung (A.), wo u eine willkiirliche Grosse bedei 
velcker die Coefficienten dieser Gleickung unabhangig sind, so sind 
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(: —m iler I'mgebung von z = a eindeutige Functionen 
identiscli verschvvindet, wenn die einzelnen Coefficienten verse 

I, Ein analoger Satz gilt auch fiir einen Ausdru 

t2.) F = + - + 

worin t dieselbe Bedeutung %vie in voriger Xumm< 
A . A,,.... A Functionen von z sind, welcbe bei dei 
ungeiindert bleiben. Das identische Verschwindei 
fordert, dass A..A,,....A identsch Null sind. Der . 
so wie bei dem Specialumlauf nm ^ = a zu fubren. Diesei 
auch eine Eiweiterung*), weiche der fur einen speciellen U: 
einzige singulare Stelle gemachten analog ist, dass das Vers 
Summe von Ausdriicken der Form (2.), worin die Exponent? 
um ganze Zahlen unterscheiden, das A'erschwinden aller einzeli 
zur Folge hat. 

II. Ist daher 

(3.) y=-F{z,t) 

eine ganze rationale Function von z und deren C 
bis auf einen alien gemeinsamen Factor f bei de 
ungeandert bleiben, eine Losung der Gleichung (A.^ 

G-) y = F{z,t + X) 

fur einen willkurlichen Werth von I eine Losui 
ebung (A.). 


ZUR THEORIE DER LIXEAREX DIFFEREXTIALGLEICHrXCxJ 


eine Losung cler Gleichung (A.) so ist auch ein 
selben Gleichung. 

"Wir konnen daher wie fur den Speciaiumiauf um z = 
in den Gleichungen (3.) bis (5.) No. 2 enthaltene Integralg 
System 

Pa = f(0, 

ft -1 dt ■ 

_ 1 _ aY(0 

(ft — 1) (ft — 2) df ' 


1 

— (ft-l)! , ci"-^ 

ersetzen, wo 



(5.) 







Tind 6 ,6 .bei dem Umlaufe U ungeandert bleiben 

Tu—Tu— 2 ^ 1 To <is» ® 

Die Functionen geniigen daher den Gleicb 

(F) tf = — 

ft--/. 

Wir wollen im Folgenden diese Gestalt der Losungen a 
bezeichnen. 


4. 

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem 
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40 ] Es moge tt\, u\ das kanonische Fundamentalsysten 

■m einern willkurlichen Unilaufe U gehdrt und welclies gi'iippen 
Niunaier d’lrch die Gleichungen (E.) definirt worden ist. \ 
Abilnderniig in der Reihenfolge der in einer Gruppe enthal 
elemente in (E.| derart eintreten, dass wir 


. Ifi = 

setzen. Die Gleichung (F.) nimmt daher die Gestalt an: 


/ 


F,) 


1 die., 
ft — •/ 6t 


Wir wollen die Elemente u\, u\ in folgender Reihen: 

fi.l ICj, U^, .... ...! M’aj+_Uji •••! 

+ + . + + •••> 4.... 

derart, dass wir die zu der ft,, ft^, ft,-gliedrigen Gruppe 
Elemente zusaminenstellen. 

Substituiren wir in (G.) fiir u\,w^,...,w^ ihre analytisc 
aus (E.), so miissen nach Satz I, Xo. 3 (Verallgemeinerung) in 
die Coefticienten der einzelnen Potenzen von t verschwinden. 
Hieraus folgt 


d. h. nacli Gleichung (F.) 
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a IV, 




I a, 

\ 1 ~ +2 + - ■“) + 3 T • • • ^ 


+ -- 


3 

cz.. 




+ n. s. w. 


sein, wo die Grossen 3/^ von ..., unabhangig sine 

Um die allgemeine Losung dieses Systems partielier 
gleicliimgen zu finden, baben wir nacb Jacobi*) zunachst da 
wohnlichen Differentialgleicbungen 


(H'O 


zu integriren, wo 



dii\ 

1 

1 









(f^.-SjaV. + S ~ — 

_ dz, 
~ 

dr3 

' ~ ~ " 

II 

wo 

II 

c -1“ .71/ cs 4- • • • 4 - HT Zf 


dtc,, 


lie 

dw„ 


1 IV 


gesetzt ist. 

Ein System von Gleichungen der Form 


(5.) 


dw. 


dw^ 




Oder das identisebe System 


ltc„ 


( dw. 
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besitzt die allgemeine Losung 


17.) 


«'l = 


/a 

1 



1 

(hr 



ir, = 

ft-1 

TiT 



11 


1 




)if^- 

ij 



1 

d"" 

?r 






+ • 


WO ^ ,A willkurliche Constanten bedeuten. 

42] Aus diesea Gleichungen folgt 

(8.} ^ ^kQ ^kl ^kt ^^'2 "b * * • "f* ^/tu 

%vo die sich rational aus den Coefficienten A^ znsami 
nach ist 


(J.) 


U j + • 


+ iJjj, ir„ ' 

(fc = 1 , 2 ,.... 1 ^- 2 ) 


+ B, 


fi-j 


Diese Gleichungen stellen die ft —2 Integralg] 
Systems (5.) oder (6.) dar. 

Yon den Constanten A^, ..., lasst sich eine wi 
wahlen, dass die Gleichungen (J^.) die Form annehmen; 
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Die Functionen sich in Detern 


gestalteii*). 






?r 0 


M^u-I : 





ii 

; «u-l . 




1C 

u—2 








1 







u—i 




^ = 1 





! 



ttv 

, 2(u~ 4 ^^_ix-3 

«u-2: 

i 


«a-4 


n. s. w. 







1 u- 




1 ^^U-2A~2 SA-l • • • 1 

Femer ergiebt sich aus den Gleicbungen (H'.) 


'Vi-i 


-(J4,9, + il4, 


' F 9o)' 


Sind Oj, a^, ..., a die Wurzeln der Gleicbung 
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e 




(JM 


. . 141 __ Jfe 

\ = 0 *: 




WO dj, ..., willkurliclie Constanten bedeuten. 

Bezeichnen wir die den verscbiedenen Wertben p,, • 

chungeii (H'.) entsprechenden Integralgleicbungen (J.) mit c 
ist die Gesammtheit der Integralgleicbungen von (H'.) 


(J,-) 


J Uj 1 

i^l) 


Af^i) 

Aft) 

Aft) 

it 

■- 7 


= yj > • • 

•' Yfii-2 - 

- ^ft-: 

ft 

_ Jf**) 

- /l 7 



Aft) _ 

•! yft,-2 - 

^ft- 







V.e 

tfui _ 


a’u, 

'f,e 

= <5,, . .. 

, ?e<2 


I. Die allgemeine Losung des Systems der pa 
rentialgleiciiungen (H.) ist demnacb; 

(xr\ „ _ fhpx) 

Vi — ® /l\Y» X ii J •••5 Vfi,— 2 ) Ti I Vj !••• 


WO willkiirlicbe Functionen der Argumente bez 
Diese Argumente sind algebraiscbe Functionen der ii 
gleicbungssystem (H.) eintretenden Grossen .... 




ZCR THEORIE DEE LI.NEAKE.N ItlF! ERE.\UAI.GLEiCHr.\G 


sein, wo die allgeineinste derartige algclTuische Zu<anii: 
Argumente bedeutet, fur welclse eine gauze mniouei 
«•,! tt',, ... wild. 

Ein iliiniicher Schluss ergiebr sith fiir den Fall, dass di 
gleiclie Wurzeln hat. 

Hieraus ziehen wir den Schiuss; 

AVenn die niclit durcli die Gieichungen (Kj.) hedingtc 
so kann in keiner der zu den Gnippen (('.) gehorigen Intel 
von t auftreten. Dieses Resultat besagt: 

11 . AYe nn zwischen den Elementen eines Funda 
Ji'j, ..., von Losungen der Gleichung (A.) ei 
homogener Relationen init constanten Coefficient 
und es haben die Functionen g, nicht eine der d 
chungen (K,.) dargestellten Formen, so werden die 
jedem beliebigen Umlaufe U zugehorigen canoni 
mentalsystems in sich selbst mnltipiicirt mit je eii 
(einer AA'urzel der Fundamentalgleichung) iibergei 


5. 

AA'ir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamental system v 
Gleichung (A.) einer homogenen Relation 

(L.) ^ 

mit constanten Coefficienten von der Beschaffenheit geniigt, 

I 

fiir wdllkih-liche AA’erthe dieser Argumente durch die Substitut 
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ZI R THEOEIE UER LIXEAREX DIFFEKEXTIALGLEICHUXG 


4 ;] Nurh (leiiselben Principien liisst sich allgemein*) fiir 
gleichung Orduung der Satz beweisen, dass die Anzab 
uaaldiaBgigeii Yariablen s, fiir welcbe sammtliche Quo tier 
deiiselben Wertb annebmen konnen, eine endliche ist, wenn 
lichen Invarianteu der Dilferentialgleichimg verschwiuden ode 
der Form gewisse Besonderheiten darbieten. 

Sei 

IM.) u = A,y'+-- + A,_, 

wo A . A , ..A willkurlich angenommene rationale Fund 
und es werde 

1,1.) «i = -ic !/i+2/1- + • • • + A-i yf~'^ 

gesetzt, so wird die Eigenschaft haben, nac 

der Variablen ^ in sich selbst mit einer Constanten multipl 
da i(^ dieselbe Substitutionsgruppe wie 

willkurliche Functionen kann aber nic 

schwinden, da fiir einen wilikiirlicben Werth von z die W( 
willkurlich bestimmt werden konnen, aber n 

Werthe der Argumente verschwindet. 

Sei daher 

(N.) = X(^)> 

so ist x('^) eine nicht identisch verschwindende Function von 
mische Ableitung rational ist, wenn wir voraussetzen, das! 
gleichung (A.) zu der Klasse gehort, deren Losungen iiberi 
Setzen wir 


ZrE THEORIE DER LINEAREX IiIFrilREXIlAl.GL'EIC'Hl^C: 


Hieraiis fblgt nach den oben anirefulirteii Scliliis^en: 

Die Anzahl derWertlie von e, fill weicbe 
selben Wertlie anneliinen konneii, ist pine encilic' 
fiir jedeWaiil der rationalen Fiiiictioneii A., 
lichen Invarianten der Differentialgleicliiing 

(-^0 F ~|JE-T -r *' ■ + fa ^« 

welcher die ti Geniige leisten, verscliwindeii. 

Da von den Covarianten der Form ziu^^ u^) hie 

gemacht woiden ist, so kommen die diirch das besondere 
varianten entstehenden Ausnahmen in WegfalL 


6 . 

Sind i', diejenigen TFerthe von z', fiir wek 

tienten • • •?''ia-i denselben Wertli annimnit, so ist^) 

(1.) t = («■” r. ... 


eine rationale Function von iind es entspreclien eineni be 
lichen Wertlie von t genau die Werthe .r, fiir 

Quotienten • • •?denselben Werth anniinmt. 

Substituiren wir in Gleichung (A.) 


( 2 .) 


u = li\ t 


wo 




? ( ! 
(»-!) 


so geht die Diiferentialgleichung (A.) iiber in 



f I ,1 

«.l ®.,l “i 


Zl'R THEORIE DEK tlXEAREN DIFiEREM'IALGLEICHUXGI 


-timmeii. und (lass, wenn t einen willkurlichen Vie 
hiingigen Yariablen bedeutet, es nicht noch eine 
s'Miiedfnen Wertb giebt, fiir weiclien jeder de 
r . T , T . denselben Wertb annebmen kann. 

Nacb einem von Herm Ladwig Schlesixger bewiesener 
47 ] eine solclie Differentialgleicbuag die Substitutionsgruppe 
%velcbe der Gesanimthejt der Umlaufe der vv 
riablen t entspricht. eine discontinuirliche. 

Da einem wilikiirlic-hen Umlauf der unabhangigen Var: 
stimmter I'mlanf der Yariablen t entspricht, so lasst sicb 
Eigenseliaft aiif die Gleicbung (A.) iibertragen. 

^Yir erhalten also das Resultat: 

II. Die Differentialgleichung (A.), fur weld 
rl-'i" durch die Gleicbung (N.) be 

sehaffenbeit existirt, bat die Eigenscbaft, dass di 
licbep Umlilufen der unabbangigen Yariablen 2 i 
Substitutionsgruppe der Quotienten ■»],i I'ijj • •-i 
tinuirliche ist, wenn nicbt fiir jede Wabl J 
sammtlichen Invarianten der Gleicbung (A.) verscl 

7. 

Sei jetzt ■ ■ ■, ein einem gewissen Umlaufe d 

\'ariablen 2 zugehoriges Fundamentalsystem der Gleicbung (. 
nischen Form und so bescbaffen, dass 



ZUR THEORIE DER LINEAREX DIFFEREXTLILGLEICHUNGI 


WO die ratioiialen Functionen A . A , A so "ewiiilt seic 

0 ' i ' n-i w 

willkiirlich angenommenen Werth s — 

(3.) «, = A, y, -r .4, //: + ••• 4- -4„_. !?:-= 

verschwindet, wobei wir voraiissetzen, dass der Mod 
keinem der Moduln der ubrigen Grossen i 

w i r d. 

Durch eine A’-malige AViederholung des Umlaufes ge 


(^•) 
liber in 
(5.) 





: 7 1 

\/4 3 


^ , Cli, 


Wenn die Moduln von to,, to.^, to^ nicM sammtlicli gleieli s 
die /i-malige Wiederliolung des zu inversen Umlaufes 
"Wertlien von /r iinzaMig viele dem Unendliehen ziistrebt 
geben; da aber == oc, = .dc., ..= cx: fiir de 

(^ii? s-ngehoren, so wilrde Mernacb die Gruppe d 

der nicht discontiniiirlicb ■ sein. 

Dasselbe wiirde sicb aiich ergeben, wenn zwar 

• ='■ fe)=*' • • •’ "“*&) ‘ 

ware, aber die Argumente der Quotienten nicbt rationa 
AA'enn aber eine Gleichung der Form (X.) existirt, so 
voriger Xummer eine solche Annahme nicbt zulassig. 
Eesultat: 
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SO genugen die Grossen tu^, to^, ..u>^ iiberdies der Gleiciiuiij 


(O, <aj ,.. O 3 = 1 . 

Alsdann sind die sammtlichen Grossen 

tDj, (Bj, ..u>„ 


selber Einheitsvvurzeln. 


(Fortsetzung folgt)^). 

1; BIim f®iis«taaiig kt mtk% erstilenfea. K. F. 


AXMERKUNGEN. 


Ij Aaierungeo gegen das Original. 
Es wurde gesetzt: 

S. 822, Zeile 8 statt y. 


2 ) 


V 

» 

If 


» 




10 ¥. u. I = 6 statt 5 = e 

328, „ 8 bleiben statt bleibt, . 

„ 14 warde ^unter ibnen« eingefugt, 


2TJm % 
ni 


825, in der letzten der Gleicbnngen (E.) - j - statt 

329, Zfdle 1 Determinantenform statt Beterminantenformen, 
SS2, „ 3 ¥. 11 . dieselben ‘Wertbe statt denseiben Wertb, 

333, „ 2 nnd 3 dieselben Wertbe statt denseiben "Wertb, 

„ 10 T. n. wurde r^n-i Mnzngefugt, 

334, „ 10 Y. n. der statt fie, 

335, Gleicbimgeii ( 4 .) 12nd (5.) statt 


Dm in der N 0 . 7, S. S35 gezogene ScMuss, dass die Moduln der Quotienten 
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tBEE GREXZEX, IXXERHALB DEREX GEWISSE BEJ 
TEGRALE TORGESCHRtEBEXE TORZEICHEX BE 

(Sitzungsbericlite der Konigl prenssischeii Akademie der “Wisseiisc 
1902, II, S. 4—10; vorgetragen am 9, Janiiar: ansgegeben am 16 


L 

Die folgende Xotiz ist ein Aii&ziig aus eineiii ausfiihrli 
welcber demnachst erscheinen wird^) iind sich mit der folgeni 
schaftigt. 

Ist id”') eine quadratische Form der mabestini] 

und ikrer n ersten Ableitungen ii\ deien Coefiiciei 

reale Fiinctionen der xealen Variablen x sind; wird femer vo' 
die Fanctioii ii ebenfalls real ist und nebst ihren Ableitiing 
eines Wertbes x = a sich regular verhalt, so soil ein Interva 
geben werden, von der Beschaffenheit, dass das Vorzeichen d 


i’BEK D.l*! VOKZEICHEN GEWISSEE BESTIMMTEK IJJTEGRA 


d(‘oefrieienttTi reale Fimctionen von .r, so zii bestimme 


/'! H. tt',..., id'(•(;=* = 


'.vird, 1VO den C'oefticienten YOB in F(u^ he: 

z ebenMls eine qiiadratische Form ist, deren Coefticientei 
itfaie Fimctionen von x bedeuten. 
sj Wahrend jedoeh in der Gleichimg 




— z(ji, ti, ... j +i}, 


/ X 

Qi>( 


das 'S’orzeichen des Ausdrnckes 


rl“- ?{», 


in der Variationsrechnung, der Natur der in dieser Discij 
Probleme entsprecbend, ausser Betracht kommt, ist es fiir 
unumganglich nothig, das Vorzeicben dieses Ausdrnckes zu 1 
In der oben bezeichneten Arbeit fiibren wir die Unters 
fur den Fall aus, wo die Coefficienten der Form F{u, u\ .i 
hangige reale Grossen sind, also fiir 




wo fy reale Constanten bedeuten und c.. = c„ ist. 


Obne der AUgemeinheit Eintrag zu tbun, konnen wir 


2. 



CBER DAS VOEZEICHEN GEWISSEE BESTiMMTER IMEGS. 


SO ist*) also 


F{u. n) — c^^Q{v-, 


Wir walilen die liOsung der Gleicliiing ( 3 .) st 
endlich wird. Dieselbe ist 




Der Ausdruck ist immer eine reale Function von x. 
lich Cjj gleiche Yorzeichen, so ist r real, sind die Yorz 
entgegengesetzt, so ist r rein imaginar r = oi und es ist q^ ■ 
Fur Functionen ?<, welche sich in der Xahe von r = 0 
und fur x = 0 verschnunden, ist Q{») ebenfalls in der Xahe vi 
Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (^ 5 , — ''^'elcher fur . 

XuU annimmt. 

Aus (4.) ergiebt sich 


' F{u,u)dx = (c^,-c,,q,)u^-h c,, j Q{u'fdx. 


Wir nebmen jetzt an, dass c,, positiv sei. Da q^ nach ( 
hinlanglich Heine positive Werthe von x einen negativen ^ 
ist fur dieselben Werthe von x —positiv, und dieser 
das positive Yorzeichen bis 


Cci-Cu2, = 0 
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Cber das vokzeichex gewisser bestiaoiter istegi 


F ur n > 1 vviirde das LEGENDRESche Verfahren die Intej 
’(licirten Systems von Differentiaigleichungen erfordem, des 
Bezug auf Reaiitat und Stetigkeit der Losungen sehr mixhi 
daher die Bestimmxmg von Q{n) nach einem Verfahren vox 
deni von Jacobi*) fiir die Discussion der zweiten Variation 
ist. Wir gehen zxx diesem Zwecke von der Differentialgleic 

(1.) p(2/) = 2;(-i/c„r«' = o 

k,l 

aus. 

Da 

12-} '-a = 

7 ] so erhiilt die Gleichiing (1.) die Form 

(3-) nv) = s = 0 , 

m = Q 

WO 

0 ^ = 2 2 (- 1 )*+ (- !)”■ 

k = Q 

"NVir bilden nunmehr den linearen Differentialausdruck 
Q{u) verschwindet, weim fur u ein System linear unabhi 
!f>r der Gleichung (3.) gesetzt wird. 

Diese Ijosungen haben gewisse von Hesse**) und Clebsc 
Bedingnngen zu befiriedigen. Dieselben sind erfiillt, wenn 
werthe von so wablen, dass fur x=Q y^,y 

(Jrdnxmg 2«—1, 2?i —2, w verscbwindent). 

"VVir wollen der Einfacbbeit wegen, ohne der AUgemeb 
thun, voraussetzen, dass die Wurzeln ±r.±r. +»• Hpr 


CbER das VORZEICHEN GEWISSER BESTIMSITER INTEGRA 

vfiii einander verschieden sind. 1st >j eine Losunsj dex Gleicl 
auch jede Ableitung von y eine Losiing derselben Gieicliiii] 
daber so, dass diese Losung fiir x — o der (^rdnuno in- 
und dann 


(6.) 



Ih = 


fll, 

dx^^’ 


Un 




Es ergiebt sich 

('.) 


WO 


( 8 .) 


Ut 


= - V 


2 


:e 


u 



Es ist eine reale Ennction von folglich aucli 
In der Gleichung 

( 9 .) Qiu) = 0 , 


weiche dnrch. befiriedigt wird, sind ^ 

Fnnctionen von -x^ weiche bekanntlich in der Umgebnng von 
vrerden nnd weiche bez. mit XjX^^ x"" mnltiplicirt fhr .r 
a , a , a annehmen, wo 


( 10 .) 


(-ly 


k\ 


Um in der Gleichung 


d' 


I BER DAS VORZEICHEX GEWISSEK BESTIMMTER IXTEG] 
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Es hat daher (11.) die Gestalt 
(14.j F {u, It, ?(*•') - Q («)■ 

n—1 «““1 ^ 

= 2 + 2m' S A + sm" S a + • 

i=i) 1=0 

Daraus, dass diese Gleichimg in Bezug auf i( 

ergiebt sich 

G®*} iJx ^sai S'n—fc ^ 

(15a.) 1 .^ ^n—ui £* ' 

Die Gleichung (15.) bleibt bestehen fur A'= 0 oder 
und i = <1. wenn die Grossen mit negativem Index gleich N 
Die Gleichungen (15.) und (15a.) liefem auch leicht c 
driicke fur Setzen wir namlicb 

(tC-) % = ^U~ 

so ergiebt sich 

■Al-k-lfU A ii i+l.u— I "t ' ‘ 

B;j( EUa-i+i.a "t ^t^a—k+s,u—i ' ‘/ 

"t E ^3®!!—i+i.u—2 ■■■ — ^ 

±I>*(iia^a), 

wo L Binomialcoefiicient ist. > 

9 ] 4. 

Fur beliebige reale Functionen u, w’elche nebst ihrei 



LBER DAS TOSZEICHEN GEWISSEK BEST'MMTER INTEGRA 


Die Form ip behalt also diese Eigenschaft. bis / zurn 
(ileicliung 

(2.; iA;/ = 0 

erfullt. 

Die Function Q(>i): welche bei den gemachten Annahn 
ties singularen Punktes j: = 0 der Ditferentialgleichung 


(3.) 


Qiii) = 0 


endlich und stetig ist, verliert diese Eigenschaft, wenn x sic 
singularen Punkte der Gleicbung (3.) annahert. 

Bezeichnen c\ir den nachsten positiven singularen Punkt 
^ die kleinste positive Wurzel der Gleicbung (2.) darstelit, 
wenn wir als positiv voraussetzen und die iiber die Functic 
Vereinbarung festhalten, nach der aus der Gleicbung (11.) i 
Gleicbung 

X . . . 

F{u,u, — «’*”■ ) +Crj. / Qi’-' 

J^j 

der Satz; 

IL Bedeutet u eine beliebige Function, welcb 
rt —1 ersten Ableitungen fiir a’ = 0 verscbwindet um 
von j:= 0 sicb regular verbalt, so ist das Integral 






fiir positive zwiscben 0 und b gelegene Wertbe ’ 
wenn b die kleinere der beiden Grossen a und ^ ( 
wenn positiv vorausgesetzt wird. 
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UBEE DAS VOEZEICHEN GEWISSEE BESTIAIMTEK INTE< 


WO F(«, dieselbe Beschaffenheit wie im vorber^ 

rend fix) eine innerhalb des Intervalls von x — 0 bis x 
Function dex realen \ ariablen x ist {b ist die in vorig* 
terisirte Grosse). 

Wird eine Losung der Gleichung («.) durcb die Anfs 

« = 0 , = 0 

fiir a; = 0 bestimmt und diese Losung fux reale positive 
folgt, so unterliegt die Frage, ob man in einem gewissen I 
laritat von u begegne, bekanntlicb grossen Scbvderigkeite 
taten der vorigen Nummer kann man nun beispielsweisi 
ziehen: 

1st r fix) dx nicht fiir alle Werthe von x des Intervi 

so kann nicht in dem ganzen Intervalle eine reale sich 
Function bleiben. 


ANMERKUNGEN. 


1 ) Andemngeitt gegen das OriginaL 

S. SS8, Zeile 9 v. u. wnrde »und % = ist« Mnzugefiigt, 

„ S40, „ 16 linear statt iinearer, 

j, 841 lantet Zeile 11 im Original: Es ist foiglich auch ? 2 / 2 ? • • ^ 

2) Wie icii aiis Gespraclien mit meinem Vater iiber den Gegenstand der vorstelie 
Mer skiziirten Untersndiimgen durcli eine Frage veranlasst worden, die H 
memea Vater geriditet hat und die gewisse in der Mechanik auftretende Ibestii 

Ilif A Tl-fVsj OA EaFl-A TTa-TI* It^lA ftii+A TOIT -TaI (VArHil AO 


LXXY 


tBER GRENZEX, IXXERHAI.B DEREX GEWISSE BI 
TEGRALE YORGESCHRIEBEXE VORZEICHEX BE 

(Joamal far die reine and angewandte Slathematik. Bd. 124, 19i 


I. 


Es sei jF(?f, ) eine quadratische Eorm der unbes 

H iind ihrer ?i ersten Ableitiingen n’, .... u'^ nach einer unabh 
X, deien Coefiicienten gegebene reale und eindeutige I'anc' 
Tariablen x sind. Wir setzen femer voraus, dass die Fur 
real ist und nebst ibren Ableitungen in der Xahe eines W 
regular verhalt, und stellen uns die Aufgabe, ein Intervall \ 
geben von der Beschaffenheit, dass das Vorzeichen des Intes 



fiir jede beliebige der bezeichneten E'unctionen ii bestand 
bleibt, so lange x dem Intervalle a bis b angehort. 


«J "± 


Cbek das VORZEICHEN GEWISSER BESTIMMTER I>'TEGR 


Wir bedienen uns liierzu eines Hiiifsmittels, welches dem 
rechnimg bei der Umformung der zweiten Variation angewei 
Wir suchen namlich einen linearen DiiFerentialausdruck 


il.) Q(jl) = w'" ” + -" + 2n«, 

dessen Coefficienten reaie Functionen von x, so zn bestimmt 


d 




wird, wo den Coefiicienten von in F{u,u',.. 
wo ebenfalls eine quadratische Form ist, deren Coefficient 
reale Functionen von x bedeuten. 

Wahrend jedoch in der Gleichung 


( 3 .) I F{u,ti\...,tt'’‘’)dx — 

a 


das Vorzeichen des Ausdruckes 


in der Variationsrechnung, der Natur der in dieser Disci] 
Probleme entsprechend, ausser Betracht kommt, ist es fur 
unumganglich nothig, das Vorzeichen dieses Ausdruckes zu 1 
V'ir fuhren in dieser Arbeit die Untersuchung zunach 
au8, wo die Coefficienten der Form F{u,u\. von x u 

Grossen sind, also fur 




LBER DAS VOKZEICHEX GEWISSEK BESTIMMTEIi I.XTEGK.' 


und 

( 2 .) F{ii, ii) - c,j Q{nf = 2 fr. - c., 5 ,) « i' -f (c - 5 : ■ j. 

Soil die rechte Seite dieser Gleichurig fiir eine iinbestim 
ein vollstandiger Differentialquotient sein, so ist die Bedy 

(^•) ^11 ~ 

Alsdann ist*) 

(4.) F{IU ii)-c,,Q{uy = 

Die allgemeine Losung der Gleiclmng (3.) ist bekanntli 


(5.) 


WO 





und A und B willkiirliclie Constanten bedeuten. 

Wir waMen mis dasjenige particiilare Integral, welchi 
endlich wird; dasselbe laiitet 


( 6 .) 


g, = -r 




Der Ausdruck ist irnmer eine reale Function von x, 
^11 Vorzeichen, so ist r real^ sind die Vorzeiche 

gegengesetzt, so ist r rein imaginar r = und es ist = ■ 
Fik Functionen welche sich in der Nahe von x = 
und for x = 0 verschwinden, ist folglicb Q{m) ebenf 

von X = ^ regular. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (c^- 


"BER BAS VORZEK HEN GEWISSER BESTIMMTER IXTEGR 


;i4S 

W.-Tth: demiiach ist fiir dieselben Werthe von x der A 
ju'itiv. Dieser Ausdruck behiilt das positive Aorzeichen bi 

iS.i 

wird. 

2 »!] 1st X — a der kleinste positive Werth, fiir welchen 
(i die kleinste positive Wurzel der Gieichung (S.) und beze 
die kleinere der beiden Grossen u und /3, so ergiebt sicb dei 
eine beliebige Function u, welche fiir x = 0 vers 
in der Xiihe von a = 0 sich regular verhalt, die 1; 
Gieichung (7.) positiv bleibt, solange x dem Inte 
unsiehort. 

III. 

Fiir n > 1 wllrde das LEGENDREsche Verfahren die Integi 
plicirten Systems von Differentialgleichungen erfordern, dess 
Bezug auf Realitiit und Stetigkeit der Losungen sehr miibsa 
daher die Bestimmung von Q(m) nach einem Verfahren vorz 
dein von Jacobi Bir die Discussion der zweiten Variation 
ist. Wir gehen zu diesem Zwecke von der DitFerentialgleicI 

( 1 .) F{y) = = 0 

aus. 

Da 

( 2 .) 

so erhalt die Gleicbuna (1 I diA V Arm 



USER DAS VORZEICHEX GEWISSEll BEslIMil'IEK. IXIEGRa; 

Diese Losungen haben gewisse von nnd Cir.r.'i; 

Bedingungen zu befriedigen. Dieselben siiid erffiHt, werm v 
werthe von y^- so wiiblen, das>, filr x = m. y^, il, . 

()rdiiimg •2 k — 1, 2n — 2, ..., n verscliwinden ***). 

Wir %vollen der Einfachheit wegen. ohne der Allgemeiiil; 
zu thxin, voraussetzen, dass die Wiirzeln ±rj, — ±i\ di 

(5.) S c,y^ = 0 

m=i> 

von einander verschieden sind. 

Eine lineare liomogene Diiferentialgleicbung mit constani 
hat die Eigenschaft, durch eine beliebige Ableitung einer 
befriedigt zu werden. 1st daher y eine Losung der Gleicl 
auch jede Ableitung von y eine Losung derselben (ileichuE 
daher die Losung ij^ so wahlen, dass dieselbe fiir x = dei 
verschwindet, und dann 

(ly. (? It, II, 

“ dx ' ~ dx^ ^ “ dx-^-^ ■ 

Da eine Gleichung der Form 

mit constanten Coefhcienten der Toraussetzung nach nur 
wenn die sammtlichen Coefficienten verschwinden, so sind hier 
linear unabhangig. 

Um fur eine lineare homogene Differentialgleichung ( 

stanten Coefficienten, fur welche die characteristische Gleicl 
schiedene AYurzeln r , r , r besitzt, eine Losung anzugeb 
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fiir X = 0,1,..»i — 2, und 

rT'" yt + rr' r, + - + rT' = 1 - 


Diese Gleichungen ergeben 
16 .) 


yx 


2g?'(G.) ’ 

wo (r) die linke Seite der characteristischen Gleicbung der 
rentialgleichung, 'f'{r) ibre Ableitung nach r bedeutet. 

Auf unsere Gleicbung (3.) angewendet ergiebt sicb den 


wo 

283] 


(7-) 



( m = i 

(8.) 

1 m = o 

I f (z) = • 

1 /xW —r® 


Nacb unseren Voraussetzungen in No. I sind die Coef 
Grosser?. 1st daber r* eine reale Wurzel der Gleicbxtng 


(5a.) 


S = 0, 


so ist real; wenn nun aucb positiv ist, so ist unm 

dass 




\e ^ —e 


eine reale I unction yob ist. Aber wenn negativ ist, als 




e ^ —e 


sm X 


2k 




€bek das vorzeichex gewissek BESTIJIMTER IXTEGKAI 


conjugirte complexe Grossen. Es ist demiiacli 3 eiae reale 
Alls diesen Erwagungen ergiebt sicli demnacb, dass eine 
von X ist, folglich auch 
In der Gleichung 

(9.) Q(h) = 0, 

welche dutch i/,, befriedigt wird, sind 

Functionen von x. Da die Losungen dieser Gleichung in dei 
,c = 0 Potenzreihen mit nut positiven ganzen Potenzen sind, s 
dass in der Umgebung von a'= 0 nach ] 

Potenzen von x entwickelbar sind. Die zu x — <) gehorige 
Fundamentalgleichung der Gleichung (9.) hat der Yoraussetz 
Wurzeln n, « + l, .... In — l. 

Setzen wir daher 

(10.) M = yfv, 

wodurch (9.) in 

(9a.) r'”' + 5. + - - ■ + c = 0 

iibergeht, wo 

so sind die Wurzeln der zu 2 ; = 0 gehorigen Fundamentalgle 
0, 1, 2, ..., n-1, es muss daher verschwinden fur A = 

Die Gleichung 0 ist Equivalent + = 0, 
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Cber das vorzeichej: gewissee bestdbiter ixtegi 


wo wieder eine nach positiven ganzen Potenzen von 

Reilie bedeutet. 

Allgemein ist 

ai.) = + 

WO 

(12.) = (- !)■ 

und eine nach positiven ganzen Potenzen von x fon 

bedeutet. 

Um in der Gleichung 

(13.'t P(ii, , m'*) - («y = 

9 zu bestimmen, sei 

(14.) 9 = 

285] Bezeichnen wir wie bisher mit oberen Accenten die Al 

so ist 

(15.) ^ = «® + 2 M' S + 2 m" S Ac «® + • • • + 2 

Es hat daher ( 13 .) die Gestalt 

(16.) Fiu ,- c™ COO* = 'EA + 2m' 2 A^ M® 

I:, I 1 = 0 

+ 2m"2 A,^m®+--- + 2m‘»>2 

2 = 0 2 = 


I BEE DAS VOKZEICHEX OEWISSEE BESTIMMTEE ISTEGEA 


SO ergiebt sich 




-d 1 Js~Af:,u. I'-'-n—A-rJ. 




T- 3. a,: 


(19.) 


+ —-f 4j«, 


± Di(4a,.,u)- 


wo Bmomialcoeflicient ist. 

Aus den Gieichungen (17.) oder (19.) folgt: 


( 20 .) 


w* in -r A — u) 


Man bestatigt diese Formel aus den Gieichungen (19.) 
fur A = 0, A = 1 und beweist alsdann, mit Hlllfe der Gleichi 
man dieselbe fiir k = n — l — \, I = (t auf die Form bringt 


(17b.) s,u 


dA^ 


dx 


L :,u 


dass sie giiltig ist fur A + 1, wenn sie fiir o, 1, A erwiesen 
Setzen wir 

w —A —1 = ];. 11 = I, 


SO nimmt die Gleichung (20.) die Form an 

enn(»-k){n-l) 


(20a.) 




n^{2n — k — l—l) 




IT. 


Es seien ganze rationale Functic 



354 Cbee das vorzeichex gewisseu bestimmter ixteg 

in 

1 1 1 ... 1 

,*3 n _ - t /;(^+ '«-!) f,(x + m-l) f,{x + m-l) ... 

(o.J JJ ’— M . I 

; /jt,-') tsi^) ••• fm-i 

umformen. 

Setzen wir 

(4.) fM-fP) = 


WO den Coefficienten der bochsten Potenz von x bedeu 
DifFerenz — vorkommt, so ergiebt sicb 


287 ] 


( 5 .) 


i**23 • • • .**'»,«+! I 


/;,{x + m- 1) /;,(« + m-l) ... 
f\^{x + M-2) f^^(x + m-2) ... 




sind ganze rationale Functionen («i —!)**“ 
der Coefficient der (»i —1)‘“ Potenz gleich Eins ist. 

Die Detenninante D l^st sicb durch Anwendung der 

(6.) {m -1)! = f^(x + m-1) - {ni- 1 ),(x + m- 2) 

+ (w — — 3)-+ (— 1)®“ 

umformen in 

i 1 1 


(‘■) 


i 


t\,{x + m -2) f^^(x + m-2) ... 


fn{^) 


Setzen wir 
( 8 -) 







CbEE das VOBZEICHEX GEWISSEE BESTIWMTEii IXTEGRAI 
Man sieht, dass durch Fortsetzung dieses Processes schi 

wird 


( 10 .) 





WO die Bedeutung der ft mit doppeltem Index aus dem vorl 
ersichtlich ist. 

"VVir heben bier einen speciellen Fall bervor, von weL 
Gebraucb macben wollen. Sei 


( 11 .) 

und 

( 12 .) 


F(x) = lx—m){x — m — l)...(x — 2m) 


f'M = 


F(x) 

X — m — 2 -r 1 ' 


a = 


so ergiebt sich fiir diesen Fall aus der Gleichung (10.) 


(A.) 

D = (?b! ()>i —1)!. 

... 2! 


V. 


Sei 

■ A A 

.. A, 

(1.) 

1 A,. . 

2h = 1 “ 

.. A, 


1 . 

.. A- 


wo die dieselbe Bedeutung baben wie in No. III. 
Aus der Gleichung (20a.) No. Ill ergiebt sick 
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CBEK das VOKZEICHEX GEWiSSER BESTDOITER iXTEG 


Setzeii wir 


( 4 .) 


, 2.^-1 = I, 

■ F(|) = 

I _ -^( 5) 


2S9] so wild 

1 

(»•) ::2j^r{l-Tp'(F ^a -1)^.. (§ - 2 a +: 


/;(I+A) /;(| + A) ...f,+.(l + A) 

/;(i+A-i) /;a+A-i)... /;«(!+a-i 


/;(!) /;(!) . • • 


Es ist aber nacb (A.) No. IV 
(7.) A’= {A!(A-l)!...2!l!)’. 

Wir erhalten daher schliesslich 


(Pz 


2 {?. 4-1 ) H — (a + 


iB. 




[H(»-l)...(n-A)K„K,_, ..■«„_;iA!(A-l)!... 2 


X2«-1)(2«-2)*...{2m-1-A/-"‘(2»-1-A-1)\..(2w-] 


VI. 

Nach der vorigen Nummer, Gleichung (B.), ist 


eine wesentlich positive Grosse. 



l'BER das VOEZEICHEX GEWISSER BESTIMMTEit IXTEGH.5 
durch eine Summe von Quadraten darstellen: 

^ , u - 

Pu’-l Prn, Pn-i P:% 

wo die in voriger Nummer, Gleichung (!.). 

deutung haben und U, lineare bomogene Functionen 

bedeuten, deren Coefficienten ganze rationale Functionen v( 
deren Ableitungen sind. 

Bezeichnen \vir mit a den kleinsten positiven Wertb vo 
eine der Grossen q^, unendlich wird, so sind fiir alle 

von x, die kleiner sind als a, die Coefticienten A,, der Dai 
selben durch Gleichung (19.) No. Ill gemass, stetige Functi* 

Nun ist nach voriger Nummer, Gleichung (B.), 

P- 

(3.1 2>i == + Glieder mit steigenden Potenzt 

^ ^ 2 i A + 1) W — i A T 1 r “ 

Demnach ist fur 0 < x < a stetig und fur hinlanglic 
von X positiv. Fiir hinlanglich kleine Werthe innerhalb d 
ist daher auch nach Gleichung (2.) eine definite posi 
sche Form. 

Eine Zeichenanderung von q Coefficienten der Quadrate 
wiirde nach dem Tragheitsgesetz bei jeder anderen Art vo 
der quadratischen Form in eine Summe von Quadraten ebenf 
anderung von q Coefficienten hervorrufen. Wahlt man h 
formation durch eine orthogonale Substitution, so ergiebt sic 
keit der Coefficienten dass solche Zeichenanderunge 
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Gleichung (13.) Xo. Ill 

f F(ii = 9 (“>“'!•••! w'""”) + c„„ f 
Ja ‘^0 


1 , 5 .) 


Wir gelangen also zu folgendem Resultat: 

Bedeutet tc eine beliebige Function, welcbe 
ersten Ableitungen fiir a; = 0 verscbwindet un 
nebst ihren « ersten Ableitungen fiir cc = 0 reg 
ist das Integral 



fiir positive zwischen 0 und 6 gelegene Wertb 
%venn l> die kleinere der beiden Grossen a und 
wenn positiv vorausgesetzt wird. 


291] vn. 

Die im Vorbergehenden skizzirte Untersucbung hat 
Anwendungen ein praktisches Interesse; sie kann vielmeh 
lytischen Fragen verwerthet werden. 

Es moge geniigen, dieses an dem folgenden Beispiele 
Betrachten wir die Differentialgleichung 

(«•) F(«,=/(a;), 

wo jF(m, m', ..., m'”') dieselbe Beschaffenheit wie im Vorhei 
rend /'(*) eine innerhalb des Intervalles von x = 0 bis a 
Function der realen Variablen x ist (b ist die in voriger 
sirte Grossed 



fBER*DAS VORZEICHEN G£WIS>£R BE-TI3n!I£E IETE£f 

Singiilaritat von u begegne, bekaiintlicii Seliwierii 

Eesnltaten der vorigen Nummer kaiiii man oiiii beispit 
ScHiiss ziehen : 

' f{^dx nicht fur alie Wert lie von .r cles Intel *ai] 
0 

so kann u nicht in dem ganzen Intervalle eine reaie sich i 
Function bleiben. 


ANMERKUNGEN. 


1) Anderangen gegen das Original 

S. S46j Zeile 5 v. u. wurde >uiid % = ist« hinzugefugt, 

„ 351, „ 2 and 3 steht im Original: dass folglicli aucl 

von X sind- 

2) Ygl die Anmerkimg zur vorhergelienden Abhandlung LXXIII. 



LXXVI 


tBER ZWEI XACHGEI-ASSENE AKBEITEX ABELS I 
DARAN AXSCHLmSSEXDEX UXTERSUCHUXGEX IX 
DER IJXEAREX DIFFEREXTIAI.GLEKHrXG 

(Acta Mathematiea. Band 2t). 1902. S. 319—532. i 


. I. 

In zwei nachgelassenen Abhaiidlnngeii (t. .II, Xo. Till 
von Sylow imd Lie besorgten Ausgabe der ABEischeii "WeA 
Abel die Satze Lege^^dres uber '^^ertanschnng von Parameter ii 
den elliptisclien Integralen dritter Gattnng aiif lineare Differ 
aiisgedehnt. 

Diese Arbeiten Abels sind alsdann von Jacobi (Lrelles 
S. IS5^) dnrcb eine abweichende Darstellung derselben in ein 
stellt worden. 


362 fBER ZWEl ARBEITEX ABELS UXD DIE SICH AXSCHLIESSEXDEN L 

Sind .4 , A^, ganze rationale Functionen von 

J u oBi neben dem Differentialausdrucke 

bL = Ay + A,y’+- + A„y'’^\ 

sao] wo die oberen Accente Ableitungen nach x bedeuten 
ausdmck 

[y], = -A,y + I>J.A,y)-J)f(A,y) + ---±I)T(A„y) = B,y + 1 

welctien wir jetzt als den zu adjiingirten*) bezeiclin 
GKAXGE + fiir wdllkurlicbe Functionen ^ ein -v 
rentiaiquotient ist, so setzt Jacobi 

j'\Ay\A y{2\\ dx = [y,z]. 

Wenn die unabhangige Variable x in [^Ij mit e 

Variablen a vertauscht wird, so* soUen diese Ausdriicke mit 
und im Gegensatze hierzu die urspriinglichen auf x beziiglicl 
{yXi [l^3r> bezeichnet werden. 

Sei dieselbe Function von a wie von x und 


Aji 


X — a 




SO ist 


U = -P,+ 


dx dx^ 


i 


dx^ 


eine ganze rationale Function von x und a, 

(A.) U=^C^^a^x>, 

wo den Coefticienten von in bedeutet. Jac( 

Beziebung 



CbEE ZAVEI AaBEITE>' ABELS UXD DIE SICH AA'SCHLIESSEXDEX CA'TEKSI 

WO y eine Losung der Gleichung [?/]'"' = 0 , 3 eine l.osung 
[j]^ ~ bedeutet. 

1st Vi') • ■-I ein linear unabbangiges System von Lose 
chung [y], = 0, ebenso ein linear unabbangiges : 

Losungen der adjungirten Gleichung — n, die beiden Syste 
dass = 1, = 0, fur i 4= fe, so folgt aus den Gleic 

[i4- -"] = 

fiir eine beliebige Function s 

(1.) s^'* = 4*’ >'l + •2'“* >*5 + • • • + 4'' ^'n = 

und ebenso aus den Gleichungen 

[y,^i] = h 

fur eine beliebige Function y 

(2.) Sj + y'-l s, + ■ • - + ySs„. 


Setzt man mit Jacobi in r fiir z 



5 


wo 5 eine Losung der Gleichung [3]'“ = 0 bedeutet, so folgt 
dung der Gleichungen (B.), (1 ), (2.) das Eesultat: 




(x — 




(C.) 


3*14 ‘‘bk!; zwii abh£:te.\ abeis und die s:* h .4>.s: k:.:essenden u 

322 j ii- 

No. I. 

Am Schlus'e seiner AbhandiuRgen (Crelles Journiil, 

' iy: .1.4COB;; Um das aut'gestellte Theorem in ein vollsl 
't‘tzen, and insbesondere die Anfangsgrenzen der Integrale 1 
die nothwendigen Beschriinkungen des Theorems anzugebe 
den Character der l.osimgen der linearen Differentialgleich 
efticdenten ganze rationale Functionen der Variablen sind, ni 
wofiir, weiin man die ZAveite Ordnung iiberschreitet, nod 
Matheraatikern gescliehen ist'*. 

N'achdem mir die Resuitate meiner Untersuchnngen iibe 
Functionen die Mittel hierzu gewahrt hatten, untemahm i 
•CitOBischen Theoreme zu priicisiren. Es gelang mir gleic 
priicisirte Formulirung mich stiitzend, Consequenzen dieser T 
es scheint, weittragender Bedeutung zu ziehen. Die Resuli 
suchiing habe ich im C'RELLEschen Journal, Bd. 76, S. 17 
Titel I'ber Relationen, weiche fiir die zwischen je 1 
Piinkten erstreckten Integrale der Ldsungen linean 
gleichungen stattfindem' veroifentlicht. 

Ill dieser Arbeit beschranken ■\vir uns auf Differenti 
Klasse, welcbe ich in meiner Arbeit (Crelles Journal, B 
J2. " I dahin characterisirt hatte, dass in den zur Umgebun^ 
lareii Punkte gehorigen Entwickelungen nicht unendlich v 
tenzen auftreten, weiche also fiir jeden singularen Punkt ei 
Fundamentalgleichung aufweisen. 


IBER ZWEI ARBEITEN ABELS UXD DIE SIi H AN>CHL:£>S£>i!TE.X t3T.£ls’ 

Es wild die DiifereiitialgieichiinE jener besunciereii i 

gesetzt: 

iD.) = A. 

■j 

wo ganze rationale Function /:‘“® Grades bedeiiter ’ 

F{x) — (x- —fij 'u' —«,)... (x — cj ' 
ist. 

Xun wird nachgewiesen, dass bei vorgesehriebenen sing 
a.a„....,a die Coefticienten der Functionen F (x) so 
konnen, dass die Wurzeln der zu jedem a., gehorigen determir 
mentalgleichung der Gieichung (D.) von einander verschieden 
Theile negativ und absolut kleiner als Fins sind: was zur 1 
auck fur die zu (D.) adjiingirte Differentialgieichung 

(E.) = ±A- If-M-) Fixf .:] = u 

if 

die Wurzeln der zii jedem (L gehorigen cleterminireiiden Fiiiida' 
die namliche Eigenschaft haben. Die Coefticienten konnen f 
werden, dass gleichzeitig die Wurzeln der zu ,r = oc gehorigen 
Fundamentalgleichung fiir jede der Gleichungeii (D.) imd (E 
verschieden und in ihren realen Theilen positiv und grosser a 

Von der Differentialgieichung (D.) wire! in der Fortsetz 
vorausgesetzt, dass die Wurzeln der zu Jedem (i gehorigen 
Fundamentalgleichung von einander verschieden, und in ihren 
negativ und absolut kleiner als Eiiis sind* wahrend fiir x = 4 
wird, dass die Wurzeln der deterniinirenden Fundamentalgie: 


36 t’> i'am ZM'EI AKBEITEX ABELS END DIE SICH ANSCHLIESSEXDEX I 


■2.i II, = 

a 0 

Weim nun nach Gleichung (D.) 

( 3 .) A, = 


gewiiblt wird, so wird unter den am Schlusse der No. 1 < 
setzungen nachgewiesen, dass: 


( 4 .) 



wenn ^ eine Losung der Gleichung (D-), einer der 
und a von a verschieden ist. 

Setzt man in Gleichung (E.) a an die Stelle der Var: 
zeichnet dann eine liOsung derselben mit 3 , so folgt ebenso 


wenn x von a verschieden ist. 

Es werde nunmehr die aj-Ebene durch einen zusamr 
selbst nirgendwo schneidenden Linienzug © zerschnitten 
a , a , a in sich aufhimmt, der aber auch durch a. = 
wenn die realen Theile der Wurzeln der zu a? = cx: gehorigf 
Fundamentalgleichung grosser als Eins sind. Es moge 
Schnittes © bezeichnen, welcher in einer ein fiir allemal 
325] tung von nach fuhrte. Wenn a an die Stelle C 
setzt wird, so soil die a-Ebene durch einen mit © sich de 
zerschnitten werden. 


CbER ZWEI ARBEiTEN ABELS END DIE SIlH ANSCHLIESSENDEN L■^■TER^ 


(F.) 



(1. c. S. ISS, Gl. 4.;; S. 206, GL T. ^). 

Erheblichere Schwierigkeiten stellten sich in den We 
Gleichung (B.) in Bezug auf ./■ und in Bezug auf a resp. 1 
einander folgender Theile zu integriren untemahmen. 

zu weit fuhren, wenn ich die Hiilfsmittel, welcbe "wir (1. c 
aus einem tieferen Eindringen in die Xatur der Losungen de; 
rentialgleicbungen schopfen mussten, hier skizziren wollte. 
daher begniigen, das 1. c. S. 206®) erhaltene Resultat bier nui 

Wir bezeicbnen mit 7;^, das zu a = oc gebc 

Fundamentalsystem von Losungen der Gleicbung (D.), mit 
zu X — oa geborige kanoniscbe Fundamentalsystem der adjunf 
(E.), vrelcbe so gewablt sind, dass adjungirte Elements 

p. lS3*j). Femer bedeuten 7;^^, das zum singula 

geborige kanoniscbe Fundamentalsystem der Gleicbung (D. 
das zu demselben singularen Punkte geborige kanoniscbe Fu 
von Losungen der adjungirten Gleicbung (E.), welcbe wieder 
dass Tjj^ und adjungirte Elemente bedeuten. (Tergl. die I 
einem singularen Punkte gehorigen Fundamentalsystems in i 
Crelles Journal, Bd. 66, S. 139 und Bd. 68, S. 364®). 

Zwischen diesen Systemen linden die Gleichungen 


3i:;8 LBEfl ZWEI AKBEITEX ABELS ISD DIE SItH AXSCHI.IESSENDEX 


Fundainentalgleichung der Gleichung (D.) 

tT.i — t*' 

so i-: 

( ’-..a = 

l‘>-> , -l-r- 

I = u-a,.:) ’'-'m. 

wo in der Uingebung von j‘ — holomorpl 

von Null verschieden sind. 

Ks zeigt sich, dass 

wo D (}•) die Ableitung von D(r) nach r bedeutet. 

Die in auftretenden willkurlichen Factor* 

gewahlt, dass die rechte Seite der Gleichung (9.) den W 
so dass 

’ii] 

In gleicher Weise lassen sich die unbestiminten Factorei 
stimmen, dass 

(lOa.) [r.j, = 1. 

Zwisclien den Grossen c^, und tinden die Gleichungen s 



UBER ZWEr ARBEITEN ABELS UXD DIE SICH ANSCHLIESSENDEN CN'IEE 


III. 

No. 1. 

Der wahre Sinn und die "Wichtigkeit der in den Gleic' 
auftretenden Eesultate wird in ein helleres Licht gesetzt ds 
welche ich spater in den Sitzungsberichten der Berliner A 1 
cember 1892 , S. 1113 ^ ) verotfentlicbt babe. 

In dieser Arbeit wird auf die Rolle hingewiesen, welche 
der Fundamentalsnbstitutionen der Losungen der Differentiaig] 
Relationen (F.), (G.) spielen. Zu diesem Ende ist nur eine 
Schreibweise der rechten Seite der Gleichung (G.) erforderli* 
Schreibweise tritt der Unistand besonders hervor, dass die r« 
lich von den Coefftcienten der auf a , beziiglichen Fundar 
der Losungen ftn ■ ■■, abhangt. Dieser Umstand aber bi 
dass die Relationen (F.), (G.) einen invarianten Character hab( 
dass sie fur die gesammte Klasse von Dilferentialgleichungen, 
vorgelegte Differentialgleichung gehort, die gleiche Form bel 
varianz macht es moglich, gewisse beschriinkende Voraussetzi 
der Arbeit (Crelles Journal, Bd. 76 , S. iTTff. ®) uber die 
terminirenden Fundamentalgleichungen gemacht worden s 
Dieses wird in der in Rede stehenden Arbeit nachgewiesen; 
Complicationen in der Darstellung zu vermeiden, die Voraus 
dass die Differenzen zweier jener Wurzeln, wenn sie nicht 
zahlig sind, aber zum Auftreten von Logarithmen keine Ve 
nicht zum Theil ganzzahlig sein sollen. 

Sei 
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WO i,, diejenigen singularen Punkte bedeuten, bei 

sammtliche Integralquotienten ixngeandert bleiben, wahren 
diejeEigen singularen Punkte bezeichnet werden, fiir welc! 
der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleicbungen i 
sind. 

Es -vverden nun vorlaufig noch die Toraussetzungen 
(Creiles Journal, Bd. 76*;) festgehalten, dass die Wurzeln <3 
gehorigen determinirenden Fundamentalgleicbungen in ihr 
negativ und absolut kleiner als Eins sind, und, urn die o 
anderte Schreibweise der rechten Seite der Gleicbung (G/ 
die Substitution 

(6ft) (s. n., No. 2 , Gl. (6.)) 

mit J?, die Substitution 


A. 0, •••) 0 

0 , 0 

.. * 

0 , 0 , .. 


2-ir„ 


) 


die Wurzeln der zu geborigen determinirei 
gleicbung) mit L bezeicbnet; dann ist 

S, = {9^) = BLB-^ 

die dem Umlaufe urn angeborige Fundamentalsubstit 
die Determinante 

i6ftL=A and 


rSER ZWEI ASBEITEX ABELS VXD DIE SICH AXSCHLIESSESDEX ENTER 
wenn wir 



setzen. (Tergl. Sitzungsbericlite, 1. c., p. 1117, Gl. fS'.)^). 

Die rechten Seiten der Gleichungen (G'.) sind 1« 
die auf beziigliclie Fundamentalsubstitutioi 

mentalsystems \i ■ ■ ■ ■, bestimmt. Diese Gleicl 
sentiren. n’ Gleichungen fur die Coefficienten g.^ 
mentalsubstitution. 

Xo. 2. 

Wir konnen zunachst durch eine Substitution 

wo die Grossen a^, Xull Oder positive gauze Zahl< 

Gleicbung (D.) in eine Gleicbung 

(2.) + ^1 »'+••• + !?» 1C® = 0 

verwandeln, fiir welche die AYurzeln der zu a^, geb 

renden Fundamentalgleicbungen in ibren realen Tbeilen posi 
1st 1 die bocbste ganze Zabl, welcbe in den re; 
Wurzeln der zu geborigen determinirenden Fundamer 
Gleicbung (2.) entbalten ist, so werde 

( 0(a:) = (aj-a,) {x — a^) ...{x-a^) 

Wir beweisen nun. dass man n eanze ratic 


crA<5{P.t7t. 
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I (5. ! Cn ?f + Cj !/+••' + C'a U = 0 

iiberliaiipt dieselben singiilaren Punkte wie ( 2 .) besitzt, 11111 
Theile tier Wurzeln der auf beziiglichen detern 

mentalgleicliungen von ( 6 .) zwischen Null und der negative! 
tinden. 

Die Gleichung ( 0 .) gehdrt zu derselben Klass( 
chung {D.)i daher sind die Fundamentalsubstitutioi 
singuiaren Punkte fiir beide Gleichungen iibereir 

Hieraus tiiesst das folgende Resultat: 

"Wenn die Gleichung (D.) in Bezug auf die "VV 
terminirenden Fundanientalgleichungen nicht 
setznngen entspricht. auf Grund deren die Glei( 
gebaut worden ist, so kann durch rationale Rechi 
nen eiiie mit (D.) zu derselben Klasse gehorige 
gleichung, ivie Gleichung (G.), hergeleitet werde 
genannten Voraussetzungen Geniige leistet. Ma 
in der linken Seite der Gleichung (G'.) nur fiir t;,., ; 
Gleichung (G.) beziiglichen entsprechenden Func 
stituiren, iviihrend die rechten Seiten ungeander 
so erhaltenen Gleichungen (G'.) liefern alsdai 
cienten ^ 9 . der zu gehorigen Fundamentalsu 
Gleichung (D.). 

No. 3. 

In derselben Arbeit iverden alsdann noch die Re] 
welche durch die Gleichungen (F.) und (G'.) zwischen den 


CBER ZWEI ARBEITEX ABELS UXD DIE SICH AXSCHLIESSEXDEX fXTER 

Zum Beschluss wird noch die Eechnung fiir « = 1 ur 
gefiihrt. 

IV. 

Wir erwahnen tier noch die sich an die vorhergehendea 
anschliessenden Arbeiten der Herren Schlesixger und Hmscs 

Auf den Zusammenhang, der zwischen dem ^’ertauschu 
Integration linearer DifFerentialgleicbungen durch Quadrats 
Integrale) bestebt, hat Herr Schlesixger (Crelles Journal, 
und Handbuch, Bd. IB, 1S97, S. 405 ff.) hingewiesen. Bedei 
linearen homogenen Differentialausdruck Ordnung mit d 
Variablen x und Coefiicienten, die ganze riftionale Functi( 
sind, so zeigt sich, dass der AsELSche Vertauschungssatz a] 
(I = 0 ) in der allgemeinen Identitat (Gl. C. , 1. c. p. 102 ) 

enthalten ist, wo S)^ einen linearen Differentialausdruck [m-t. 
der unabhangigen Variablen z darstellt, dessen Coefiicienter 
von (und umgekehrt) in einfacher Weise zusammensetzen 
(3.), 1. c. p. 102 , 103). 

Die Losungen von D^(^) = 0 lassen sich auf Grund 
Identitat, durch die Losungen v der zu 2)^ = 0 adjungu 
gleichung (der EuLERSchen Transformirten von D^ = 0) in d( 



und umgekehrt die Losungen von X.(») = 0 durch die Los 


374 Cbee zwei arbeitex abels usd die sich axschliessenden 

schen Arbeit diese Kelationen in der von nair gegebenen I 
tauschungssatze herleitet (Mathem. Annalen, Bd. 54, II. 7 
275), und dann 2) eine andere — der ersten algebraiscb a 
dieser Kelationen angiebt, die, in Nacbbildung der von Ri; 
loge Frage der Theorie der ABELscben Integrale angewendet 
die Auswerthung eines gewissen Randintegrals erzielt wi 
S. 276—295). Unter der Voraussetzung, dass die Moni 
betrachteten DifFerentialgleicbung eine definite Heemites( 
selbst transformirt, liefert dieselbe Metbode der Randint 
gleichnng fur die realen und imaginaren Bestandtbeile der ; 
(indem eine aus diesen Integralen gebildete HERMTEScbe J 
positiv definit erweist), die der von Riemann fur die Peri< 
ABELscben Integrale aufgesteRten Ungleicbung analog ist (1 
313; § 20, S. 316—322). 

Berlin, 15. Marz 1902. 
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jiiiderangen gegea das Original. 

Es wnrde gMetzt: 

S. 364, Zeile 1 v. n. Differentialgleicliung statt Differentialgleichimg( 
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Hochanselinlicjtie Yersammlung! 

Wie die Yertreter vieler tausender offentlicher Anstalten u 
landes an anderen Orten sind wir heute Her vereint, um 
unseres allgeliebten und allverehrten Kaisers und Konigs zu f( 
einem Festredner nicht an Stoff feblen, um seinen Xamen 
Weise zu verberrliclien. Er darf nur in die Fiille der Helde 
greifen, durcb welcbe im letzten Decennium unser Konig in d 
folgenden gewaltigen Stufen zum Scbopfer unseres neuen di 
landes geworden, um durch. schlichte Darstellung derselben oh 
Zutbaten jedes deutscbe Gemutb zur innigsten Dankbarkeii 
Herrscher zu erwarmen und zu erbeben. Er darf nur auf die 
Kjraft Hnweisen, mit welcber unser Kaiser der neuen Scbopfi 
Gesetze einen stabilen Zustand zu verscbaffen bemiiht ist, a 
Energie, welcbe von ibm ausgebend die widerstrebendsten ] 
allgemeine Bewusstsein der grossen Aufgaben unseres Yaterlandi 
tracbtet, um die ebrerbietigste Bewunderung vor dem Mann 
der an Weisheit ein Greis. als beldenmiitbiffer Kamnfer eeffi 
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gewissenliJifts Erfiillung dGisclbGii UQS uhsgegs konigliclieii 
serer Gemeinsamkeit mit dem grossen \ aterlande wilrdig zi 
Aufgabe ist die PHege der Wissenscbaft, und nicbts ist 
schaftiichen ^lannern ihren Beruf zum voUen Bewusstsein 
Torfuhrung dessen, was dem menscblichen Geiste durcb be 
bereits gelungen. 

Es sei mir daber gestattet, einen kleinen Abscbnitt ai 
jenigen Wissenscbaft vor Ibnen aufzurollen, welcbe scbon 
genannt worden, und die gewiss vor alien anderen geeigne 
zu erheben und die Expansivkraft unseres Geistes anzuregi 
s] Astronoinie. Der Abscbnitt bandelt von den neuesten 
Gelebrten, den renitenten Mitgliedem des Weltgebaudes, v 
Sonnensysteme in nabere Beriibrung kommen, den Cometen x 
Gesetze zu geben. 

Die Untersucbungen uber diese Himmelserscbeinungen 
letzten Decennium einen emeuten Aufschwung erbalten, 
senders der Entdeckimg des italieniseben Astronomen Sen 
sammenbange der Stemsebnuppen und Cometen und der r 
deckung der Heidelberger Naturforseber Bunsen und K 
durcb welche eine neue Wissenscbaft, die Pbysik des E 
worden. In der aUemeuesten Zeit bat der als physiseber A 
bekannte Leipziger Professor Zollner durcb sein Aufsebei 
>jtber die Natur der Cometen, Beitrage zur Gesebiebte ui 
kenntnissa die Frage uber den Ursprung und die Natur der e 
ersebeinungen so zu sagen zu einer brennenden gemaebt. 

Man hat es nicht nothig, um in "weiteren gebildeten B 
an diesen Untersuebuneen wach zu rufeu. zn dem umTiler 
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wusstsein zu Gefallen hineinzwangen. muss. Die Gescliichte 
zeigt dieses auf jedem ihrer Blatter. Da diese Wissenscliaft 
des menscUiclieii Geistes bis in die fernsten "Weltraume get] 
man erwarten sollen, dass ihre Resultate, seiche den hoclistc 
IntelKgenz iiber die Xatur darstellen, in das allgemeine Be\ 
drungen seien. Keinesweges. Es hat auch nicht einmal gen 
theoretische Interesse durch die materielle Theilnahme unters 
die Sonne, die uns Licht und Warme spendet und unsere Tag 
zeiten regulirt, fiir den Stefnenhimmel, welcher dem Schiff« 
auf der Meeresflache dient. Es hat nichts geholfen, dass 
Kopernikus zum Dogma der gebildeten Welt geworden, da 
schen Gesetze und das Gravitationsgesetz wenigstens zu einer 
jedem gebildeten Menschen zu Gemiith gefuhrt werden. Ah 
Seelen im Menschen, deren jede ihrer AVege geht, die eine nim 
auf, die andere aber verharrt in der A’orstellung vergangen 
welche in unserer Erde den Mittelpunkt der AA^elt und im 
Centrum dieses Centrums erblickt. 

Kraftiger, materieHer mussen die Einwirkungen sein, weh 
liches Interesse an der Astronomie in weiteren Eireisen wi 
Diese erhabene AVissenschaft muss erst Materie werden, sie mus 
geschlecht aus seiner Gleichgiiltigkeit dadurch wecken, dass 
Wechselseitigkeit zwischen den iibrigen Himmelskorpem un 
nachweist, eine Wechselseitigkeit, die bis zur materiellen B< 
Das hat die Astronomie der letzten Jahrzehnte gethan, und 
Beispiel hierzu bietet uns die neueste Lehre der Cometen und 
Diese mo demen Lehren, an sich der lautersten Theorie angeh 
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Furclit vor diesen Himmelskdr|»ern ist keine geringere gewor( 
von den Astronomen vernominen, dass Cometen auch ziiv 
s] hiitten, mit der Erde liandgreiflicli zu werden. Ein Be 
metfcaifurclit ist uns noch in frischer Erinnerung aus dem 
Jahres, 'vvc* fur den Monat August ein solches Rencontre : 

Der Scbrecken eines solchen Zusammentreffens kort : 
man weiss, dass mindestens mehreremale eines jeden Jahres 
seres Lebens, nicht bloss des Lebens unseres Menschengescl 
des Lebens der Erde dieselbe gewissermassen diirch solche C 
hindurchge%vandert und jetzt noch immer hindurchwandert. 1 
nicht, ohne dass wir es merken. "NVir konnen es vielmehr a 
Schauspiele der Stemschnuppen mit unseren Augen sehen. 1 
Schiaparelli — und alle Thatsachen sprechen dajfur, alle G 
ihm bei —, dass ween es hier auf Erden Stemschnuppen gi 
Wanderung durch einen losgetrennten Theil eines Cometen 1 

Die aussere Erscheinung eines Cometen, wie man ihn m 
Auge wahmimmt, ist Jedem von uns erinnerlich. Man erbl 
in sternartiger Gestalt einen sogenannten Kern, an welcR 
immer von der Sonne abgewendeter Schweif von aussero: 
Lange anschliesst. Laplace in seinem beriihmten AVerke 
gebaude weist nach, dass die Cometen in unserem Sonnensys 
linge angesehen werden miissen. Sie sind gewissermassen Bo 
9 ] einem Sonnensystem zum anderen wandern. Gerath ein sol 
in das Reich unserer Sonne, so wird es nicht gleichgiiltig 
grosserer oder geringerer Hast seine Einfahrt gehalten. Es 
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reiche erwirbt. Es wird ihm dann wiederum eine Ellipse zn< 
deren er sich nach den Gesetzen des Reiclies um die Sonne 
kann. 

Zuweilen aber wird einena Cometen nur vorlaiilig das Biira 
iim ihm alsbald wieder genommen zu -n'erden. So begilnstigte 
der Jupiter einen in das Sonnenreich in seiner nachsten Xahe 
Cometen derart, dass ihm innerhalb des Eeiches eine Ellipse 
Umlaufszeit verbrieft wurde. Als er aber, wie er musste, im J 
zweimaligem Umlaufe wieder in dieselbe Xiihe des Jupiters ge 
ihn dieser machtige Planet auf einen parabolischen Ast, auf wel 
Sonnensystem verlassen musste, um uns seitdem nicht wie( 
werden. 

Die Cometen, welche sich eingehiirgert, heissen periodischt 
wieder nach Verlauf desselben Zeitraumes, namlich desjeniger 
Durchlaufen ihrer elliptischen Bahn nothig haben, der Son: 
kommen, um die zu ihrer Sichtbarkeit nothige Beleuchtung zu 
anderen Cometen sind nur einmal sichtbar. 

Schon Kepler beschaftigte sich mit der Erage nach der 
meten. Seine Beantw'ortung derselben, so wie diejenige Xe 
dem derzeitigen Standpunkte der Physik entsprechend, gen 
erklaren, was man bis dahin an den Cometen wahrgenommen 

Wahrend man sich nun seit den Zeiten Xewtoxs nach 
von HAlley sorgfaltig mit der Bestimmung der Bahn der vei 
meten befasste, blieb die Erage nach ihrer physischen Be; 
ganzes Jahrhundert fast unberiihrt. Den ersten Anstoss zu: 
flp.TRfilbftn zu ofp'hftTi war Oltiers verbehalteu . dessen ffenaue 
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dcm Cometea in Folge einer ihm eigenthiimlichen Abstossi 
eigeiie Materie die inneren Theile desselben aach der Son] 
werden. Diese wiirden sich fortbewegen, wenn nicbt di 
ebenfalls eine Abstossungskraft ausabte, diese aber zwing 
Beide Abstossungen treiben sie aach. biatea, wo sie dea Si 
Ein weiterer Eortscbritt wurde aagebabat durch Besse: 
Olbers geaiachtea W ahmehmuagea aa dem HALLEYscben 
holte and neue Erscheinungen aa demselbea eathiillte. Ei 
seiner Studien in meisterbafter Weise auseinander in ein 
bandlung in den Astronomiscben Nachxicbten des Jabi 
acbtete namlicb an der vorderen Seite des HAXLEYscben Co 
Ausstromung von Licbtmaterie aus dem Kopf nacb der Soani 
kehr dieser Materie von einer gewissea Stelle aus zur Bile 
Die Umkebrstelle musste da stattfinden, wo die Abstossun 
die ausstromende Cometenmaterie die die Materie aus 
treibende Kraft, oder wie man aucb sagen konnte, die A 
Cometea uberwog. 

is] Es war biermit durcb unzweifelbafte Beobaebtungen : 
erstlicb eine treibende Kraft, die ibren Sitz im Cometen 
terie nacb der Sonne bin scbleuderte, zweitens eine Eepe 
welche diese Materie zuruckstiess. 

Diese Tbatsacben sind nicbt wegzuleugnen, und ei: 
welcbe denselben nicbt Reebnung tragt, ist als wertblos 
w’elcber Weise die Aimaberung an die Sonne auf die S 
wirken kann, zeigt der Comet von 1680, der in seiner g] 
in zwei Tagen einen Sebweif von 12 MiUionen geograpbis 

Ha**# A 
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andere haben diuxb die Spectralanalyse die materielie Bescbaffe 
zu ermitteln sich bemilht, und wieder andere haben mehr ode: 
liche H^-potbesen iiber die Entstehung der Cometen, insbeso 
lathselhaften Schweife aufgestellt. 

Es ist ein hochst interessantes Thema, die Geschichte die 
zu verfolgen und sie der Reihc nach zu kritisiren. Aiiein 
mich bier zu weit fiibren. Eine jedocb kann icb bier nicht ui 
weil dieselbe gewissermassen zu dem oben env'abnten Werke 
anlassung gegelen, icb meine die des sonst bocbverdienten en. 
forscbers Tyndall. Er sieht namlicb Kem und Scbweif ein( 
cbemiscbe Xiederscblage eines undurcbsicbtigen Gases langs der 
an. Indem Zollner in' scbarfsinniger TV’eise die Griinde Tyn 
weist er ibm nacb, dass er vier neue Hypotbesen macben 
eine ausgesprocbene zu balten. Aber selbst wenn man Tynda: 
so miisste man seine Cometentbeorie dennocb verwerfen, da sii 
entscbiedenen Riickscbritt in die Zeiten vor Olbers tbut, als 
an den Cometen beobacbteten 'VTabmebmungen, namentlich 
Licbtausstromung ganz ignorirt. — 

Am meisten Beacbtung verdient die Cometen-Tbeorie vo; 
kniipft an die beiden von Olbers und Bessel constatirten T 
die Cometenmaterie sowobl vom Cometen als von der Sonne al 
und dass bierin die Ursacbe zur Scbweifbildung liege, an und 
zu erklaren. Scbon Olbers sagte, er wisse zu'ar nicbt, vohe 
stossmigen kamen, allein er fande nicbts Unnatiirlicbes darin 
sie flir elektriscber iSiatur bielte, da wir ja die Kraft der Elt 
serer feucbten stets leitenden Atmospbare so grosse AYirkunger 
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form iiach tier Sonne hin. Das erklart die erste von. O 
constatirte Thatsache der Abstossung des Cometen auf sen 
in sehr einfachex Weise. Danach hat man zur Erklarung ( 
keine neue geheimnissvoUe Kraft zu erfinden, man kommt 
banalen Erscheinung der Yerdampfung einer Fliissigkeit aus, 
auf Erclen vvahmehmen. Wie kommt es aber, dass die ^ 
energischer Weise vor sich geht? Der Umstand allein, dass 
is] sche Comet in seiner Sonnennahe von der Sonne nur h 
als die Erde vermag dieselbe doch nicht vollstandig zu erkl 
Schwierigkeit lasst sich nach der ZoLLNERSchen Theorie 1 
namlich ein Gesetz der Wajrmelehre, dass die Yerdampfung 
bei bestimmter Temperatux so lange fortdauert, bis die Sp; 
der Fliissigkeit lagemden Dampfe eine gewisse festgesetztc 
1st die fliissige Masse machtig, so zieht sie den entvvickel 
an, druckt ihn zusammen, vergrossert seine Spannkraft, die 
bald auf. 1st sie gering, so kann die Yerdampfung bis 
Umwandlung in Dampfform fortgehen — wie es in der Ths 
Cometen der Fall ist. 

ZoLLXER sagt weiter, bei der kraftigen Dampfentwic 
Flussigkeit machtig diurcheinander geschiittelt und zerrisi 
werde der Dampf elektrisch — man hat in der That in 
bender 'VYassertheilchen, z. B. in der Nahe von Wasserfallei 
entwickeln gesehen. Andererseits weisen die elektrischen 
Einflusse der Sonnenatmosphaxe darauf hin, dass die letzter 
ist ja doch auch unsere Atmosphare elektrisch. Nun da 
annehmen, dass Sonnenelektricitat und Cometenelektricita 
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kame — in zwei Tagen schon 70,540,000 geogr. Meilen nach 
legen miissten nnd so den Schweif mit der immensen Geschwi: 
wie man es wahrgenommen. 

Diess in der Hauptsacke die ZStusEKsclie Theorie. Ick m 
sagen, Mer die Sckwierigkeiten, welche sie, besonders der bald zi 
ScHiAPAKELLiscben Lebre von den fStemschnuppen gegeniiber, 
lasst, zu berubren, da icb scbon zu lange Ibre Geduld duicb' 
die Probe gestellt. Es ist Zeit, dass wir zu lebendigen Tbatsa< 

Unter den Mannem, welcbe sicb mit den Stemscbnup] 
haben wobl einige, wie Coulvier-Ghaviee, Bruck, Kesselmeti 
die Ansicbt vertbeidigt, dass die Stemscbnuppen ibren Urspr 
Erde oder in der Atmospbare derselben batten. Allein ibre 
zu leicbt zu widerlegen. Es ist vielmebr die Ansicbt durcb •. 
erbartet und zum Gemeingut aller Gelebrten geworden, dass 
scbnuppe ein verbaltnissmassig Ideiner Korper sei, welcber el 
gewaltigen Bdmmelsgenossen, dem Gravitationsgesetze geborch( 
um die Sonne bescbreibt, und auf seiner Wanderung das Er 
Erde so nabe zu kommen, dass sie ibn mit unwidersteblicber 
heranziebt. Hatte die Erde keine Luftbulle, so wurde der 
seine Bewegung in eiaer Verticalen erfolgte, mit gewaltiger ( 
auf die Erde stiirzen. — Er tritt namlicb nach den Beobachtu: 
einer Gescbwindigkeit in die Atmospbare der Erde ein, wel 
scbnitt der andertbalbfacben Gescbwindigkeit der Erde bei 
um die Sonne gleicbkommt. Er wurde also an sicb scbon in 
circa 6 oder in jeder Minute 360 geogr. Meilen zuriickl^c 

52r»liVTin'nr^TfylroT-i* cs'Ko't* 'TrATOrrnQQATf: A'n7'.iP‘1ll1'ncyi 
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das Product aus der Masse und dem Quadrat der Gesch-p 
Es wiirde deshalb der Anprall docb so ruacMig sein, £ 
Ton iiber 3 bis uber 9 Pfd. Gewicbt, welcbe mit einer ( 
2000 Fuss in der Secunde abgescbossen wurde. Erwagt m 
Nachten die Zabl der Stemscbnuppen so gross ist, dass si( 
herabstiirzen, dass z. B. nacb einer Scbatzung you Akag( 
IS33 an seinem Beobacbtungsorte wenigstens 240,000 fie 
fur alles auf der Erde Lebende bange werden, wenn man i 
jahrige Erfabrung niisste, dass die Stemscbnuppen stets firi 
sind, obne Scbaden angericbtet zu baben. Aber erst die 
neueren Datums geben fiber die Grfinde der TJnscbadli 
Aufschluss. Aus denselben folgt, dass ^renn ein sicb bew 
Eeibung oder den Widerstand ernes Mittels zu erleiden 1 
Kraft sicb in Warme umsetzt. Der Stemscbnuppenkorpe; 
spbaxe ein. Zwar sind an der Eintrittsstelle die Luftscbb 
aber der Widerstand mit der Gescbwindigkeit des anrei 
einem betracbtlicben Verbaltnisse wacbst, so wird in nod 
Ton der Erde, im Mittel in einer Hobe Ton 12 deutscben IV 
19 ] Kraft des Meteors ganz in Warme umgesetzt sein. 
bin, so kleine Korper weissglfibend zu machen und sie z 
dient also die Atmosphaxe der Erde als Panzer gegen d 
scbosse, welcbe sie Terzebrt, ebe sie ibre Eeise bis zur E 
Gleicbzeitig erkennen wir bieraus nocb etwas Andere 
bin, die Stemscbnuppe bescbreibe im Weltraume eine I 
Sie wird mm zwar Ton dieser bescbienen, xmd mfisste 
Plmieten sicbtbar sein auf ihrer Eeise im Weltraume. A1 
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wenig zur Aufklarung der schwierigen Frage iiber die Hohe 
sphare beitragen werden. 

Ich babe schon angeffihrt, dass in manchen Nachten 
Stemscbnuppen in ausserordentlich grosser Zahl auftreten. 
scbon lange am meisten bervorgetreten die Xacht vom 1 J 
Nacbte vom 12. und 13. November. Im Jabre 1S33 beobacb 
amerikaniscbe Astronomen, dass die feurigen Linien, welclu 
Stemscbnuppen des Novemberscbwarmes beschrieben, aile nacl: 
selben Punkte des Himmelsgewblbes, namlich nach einem geaas 
Punkte des Stembildes des Lowen hinwiesen. Sie nannten di 
Padiationspunkt. Professor Olmsted erkannte sofort in diesi 
einen wicbtigen Scbliissel zur Losung des Eathsels der Stemsc 

Weitere Beobacbtungen ergaben, dass aucb der August 
solcben Padiationspunkt am Himmel babe, und zwar im Ster 
sens. Ton nun ab gab es erst so zu sagen einen Leitstem, c 
scbiedenen Nacbten des Jabres sicb zeigenden Stemscbnuppei 
Jede solcbe Gruppe bat einen solcben berrscbenden Mittelpu 
diationspunkt. Durcb die Bemubungen fleissiger Beobacbter, 
Professors Heis zu Munster, Jlxius Schmidt in Atben und des 
lebrten Grey bat man jetzt nabezu bundert soldier Gmppt 
ibre Padiationspunkte am Himmel bestimmt. 

So lange menscblicbe Augen den Stemenbimmel bewundei 
Stemscbnuppen ibre Aufmerksamkeit. Tie konnte es kommei 
seit den Zeiten Galileis das bewaffnete Auge selbst nacb de 
Nebelflecken ausscbaute, eine Tbatsacbe wie die der Radiati 
eines Stemscbnuppenscbwarms nacb einem bestimmten Himme 


REDE AM KOSIGSGEBURTSTAG 1873. 


388 

vnx bei den beiden wicbtigsten Schwarmen, dem Angus 
vemberscbn-aim stehen bleiben, wovon der erstere die Per 
die Leoniden genannt wixd, namlich nach ibren Radiat: 
hat ein Radiationspunkt fur eine Bedeutung? Es ist eine 1 
dass parallele Linien in einiger Entfemung zusammenzulaufei 
es jederzeit in einer langexen Baumallee wahmehmen kann. 
die einzelnen Stemschnuppen eines .Schwarmes beschreiber 
uns entfemt, dass sie diesen Schein in hohem Grade hervo 
der That sind in Wirklichkeit die feurigen Linien eines 
and nur die perspectivische Tauschung lasst sie nach dei 
sa] convergiren. Jede der feurigen Linien ist ein Theil de 
schnuppenkorperchens des Schwarmes urn die Sonne. Basse 
Weg im Weltraume nicht vereinzelt, sondem ein machtig^ 
Korperchen fiiegt in parallelen Bahnen nebeneinander her, 

In eine neue Phase trat die Lehre von den Sternsc 
beriihmte Abhandlung uher die Stemschnuppen von Ermani 
mischen Nachrichten des Jahres 1839. Urn uns eine deu 
von dem Wesentlichen derselben zu verschaffen, miissen ts 
stimmungen der Meteorenbahnen, namentlich die von S 
Hulfe nehmen. 

Der Augustschwarm fliegt mit grosserer oder gering^ 
August jedes Jahres iiber unsere Kopfe hinweg. Die I 
glieder, oder wie man auch sagen kann, die Bahn des 
dsihin eimittelt woxden, dass sie eine Ellipse sei, deren Ebe 
der Erdbahn um einen starken Winkel, namKch 64* 3' ge 
fang ist ausserordentlich viel grosser als der der Erdbahi 
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am Himmel sehen, und das ware die Bahn des Augustschwa] 
am 10. August passirt die Erde dieselbe Stelle dieses farbig 
Scbwarm, den sie in diesem Jabre daselbst getroffen, ist ubei 
farbigen Einge fortgeeilt, und doch iindet die Erde an derse 
Eaum nicht leer, ein neuer Scbwarm, welcbem derselbe farbig 
angebort, scbiesst auf sie los. Da dieses ein Jabr urns andeie 
scbliesst man daraus, dass der farbige Eing in seiner ganzen J 
eilenden Stemscbnuppen erfiillt ist. Der ficfive Eing ist ein 
worden, mit Materie erfiillt. Dieser Eing ware das gauze Ja 
Himmel zu seben, wenn das ibm von der Sonne geliebene 
scbwacb ware. Nur in der Nacbt des 10. August, wo wdr ibi 
ein Tbeil desselben in der oben angegebenen Weise durcb urn 
in leucbtende Stemscbnuppen verwandelt. Von seiner Dicke 
eine Vorstellung daraus macben, dass die Erde, welcbe in 
4 Meilen weit fliegt, voile 6 Stunden braucbt, um ibn zu pass 
danacb Erma>"n und Boguslawski seine Dicke auf S64000 gee 
reebnet. 

Die Babn der Leoniden, oder des Xovemberscbwarms, 
bestimmt worden. Dieselbe ist ebenfalls eine EUipse, nocb 
an Umfang, aber geringer als der Eing des Augustsebwarmes, 
nacb Schiaparelli der mittlere Abstand des Novembersebwarms 
das lOyfacbe des mittleren Abstandes der Erde von der Son: 
seiner Babn sebmiegt sicb mebr der Erdbabn an, sie bat geg 
eine Xeigung von 17° 44'. Der Scbwarm durcblauft seine Babn 
Macbten wir wieder die Fiction, dass diese Babn mit uns s 
im Himmelsraume festgebannt ware, so ist dieselbe zwar in 
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imd 13. November das Schauspiel eines Stemschnuppeni 
ganzen Pracht. 33 jTahre vorher, am 12. November 1833 
25] bescbrieb Aeago das Phanomen und noch 33 Jahre V( 
Ale.v-\.nder V. Hcmboldt und Bonpland den Peuerregen de 
vember. 

So ware denn also die am Himmel festgemacbte Balm 
uberail ausgefullt, aber wie machtig lang der Schwarm, d 
Bahn fortbewegt, sein miisse, ergiebt sich daraus, dass, ol 
des Schwarmes in jeder Secunde durchscbnittlicb 6 geogr. 
Erde drei Jahre hintereinander an derselben Stelle Stemsc 
saet findet. Hier haben wir also ein Ringstuck, welches s: 
bigen Ellipse in 33^ Jahren herumbewegt. 

Ahnliche Meteormassen wie die des August und Nov( 
den Himmelsraum in unabsehbarer Zahl. Sie schieben 
Lange nach ahnlich wie diese in Bahnen urn die Soime 
auch EUipsen sind und uns ebenfalls periodisch sichtbar 
Parabeln oder Hyperbeln, in welchem Falle sie sich. auf 
lichen Zweige dieser Linien in den Weltraum verlieren. 
verschiedenen Meteorschwarme sind unter alien mogHchen 
Ebene der Ekliptik geneigt, so dass man mit Recht sagei 
Sonnensystem wird von Meteorkorperchen durchschwarmt. 
die Thatsachen, dass unser ganzes Sonnensystem sich im W( 
=6] so miissen wir schliessen, dass nirgendwo in demselben 
vielmehr uberail ein lustiges Jagen imd Rennen materielle: 
findet. 

So standen die Dinge, als im Jahre 1866 Schiaparelli 
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zieht der Mond die verschiedenen Theile der Erde verscliieden ? 
der Mond in nnserem Zenith, so hat er das Bestreben uns un 
poden so weit als moglich auseinanderzutreiben. Dass wir nic 
gehen, verdanken wir der an sich respectabelen Anziehnngskraft 
Erdmasse auf ihre einzelnen Theile. Es kampfen hier zwc-i 
einander und nach den unerbittlichen Gesetzen der Mechanik ■ 
die starkere. Aber die starkere biisst dabei so yiel an Mad 
unterliegende Theil zur Verfiigung hatte, der Sieger gebiet( 
iiber den Uberschuss. Dieser Eberschuss ist zu schwach, u 
Masse des Festlandes auseiaanderzutreiben, das nachgiebigere T 
ihr, nnd dieser Folgsamkeit verdanken wir die Erscheinung der E 

Dieselbe Naturkraft aber, welche uns Ebbe und Fluth vei 
manchen Cometen ins Verderben, bereitet ihm einen schnelleren 
ren Untergang. Wenn wir von den physischen BeschafFenheite: 
auch ganz absehen, so ist doch allbekannt, dass die Dichtigkei 
angehauften Materie sehr gering sei, weil sie das Licht hinter i 
Sterne nicht bloss nicht abhalten, sondem auch wie aus den so 
sungen von Bessel und Strlwe hervorgeht, nicht einmal' — 
atmospharische Luft thut — brechen, d. h. von seiner Richl 
Fiillt man daher zwei gleich grosse Wurfel niit Luft und Com^ 
enthalt demnach der letztere ausserordentlich viel weniger 
als der erstere. 

Gelangt also eine so lockere Masse, wie ein Comet es ist, a 
im Weltraum in die Anziehungssphare der Sonne, so wird als 
Verschiedenheit der Anziehung derselben auf die verschieden er 

iIpo rinmAfpTi AiTiA TTra^rf. TiArTrArorAnTfATi flAr. waIaIip fin 
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Cometentheilen? Jeder Korper, und mag er kleiner wie ein S 
wie die Luft in den GEissLERschen Rohren sein, muss qua IV 
Reich der Sonne kommt, sich in einer Ellipse oder einer 
Hj^perbel um die Sonne bewegen. Der losgelosten Cometenn 
unter diesen Bahnen nicht schvrer -werden, sie wird nan 
Geleise verbleiben, in welchem sicli ihxe Mutter, der Co: 
sagt ScHUPAEELU, diese losgeloste Cometenmaterie sei el 
eilender Korperchen, die uns als Stemschnuppen erscheinei 
ist einfacher als diese Theorie. Und doch wilrden ihr die 
forscher nur das Lob einer geistreichen Hj’pothese gespend 
nicht sichtbarlich durch die Erfahrung sich hatte bestatig 
aber in reichlichem Masse geschehen. Oppolzeb in Wien 
grossen Cometen des Sommers 1862 in den Astronomiscl 
39 ] sorgfaltig bestimmt. Eine Vergleichung dieser Bahn n 
erwahnten des Augustmeteors lieferte Schiaparelli das iibei 
dass beide Bahnen zusammenfallen, und so sprach Schia 
Wort aus: der grosse Comet des Sommers 1862 ist die Mi 
des Augustschirarms, Mutter und Kind laufen in demselb 
Sonne. Kurze Zeit darauf (am 28. Januar 1867) erschien w 
in den Astronomischen Nachrichten die Bahnbestimi 
1866 Ko. I oder des TEMPELschen Cometen, und schon ) 
langten Peters in Altona, Oppolzer und Schlaparelli, al 
von einander zu dem Resultate, dass der TEMPELsche Cor 
Leoniden, des Kovemberschnuppenschwarms sei, dass beid 
von ihm losgelSste Theil, in ein und demselben Geleise um 
Seitdem ist es gelungen, zu noch vielen anderen Stemsc 
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zuriicklasst, xmd der ihm nacheilt. Aber -wenn der Comet s 
Soime nahert, verstaikt sich wieder seine Aufldsung und da 
Es hat demnach keine Schwiexigkeit, zu begreifen, wie sich 
nach der Eing des Augustphanomens, welchen wir oben besc 
konnte. 

Levekbier hat berechnet, dass die kosmische TTolke, welc 
schen Cometen bildet, im Jahre 126 unser Zeitrechming au 
raumen in unser Sonnensystem eingedrungen. Die Sonne h 
sehr arg mitgespielt, sie hat von ihm den oben beschriebe 
Schwarm der NoTemberstemschnuppen losgelost, wahrend der C 
Beobachtem immer kleiner und kleiner erscheint. Sein wahrsc 
so wie das Tieler seiner Bruder ist, ganz und gar in einen Ster 
aufgelost zu werden. So arg spielt die Sonne in ihrer Fursor 
nung ihres Reiches den Eindringlingen in dasselbe mit. 

Vor der ScHiAPARELLischen Erklarung der Stemschnuppen 
fahrungen, die man am BiELAschen Comet gemacht, wund( 
Dieser Comet gehorte zu den ordentlichsten Himmelsburgem. 
6|- Jahren seine Bahn um die Sonne zuriick und fand sich 
bestimmten Zeit an bestimmter Stelle, den Befehlen der Astron 
ein. Da plbtzlich theilte er sich im Jahre 1846 vor den Auj 
obachter in zwei Theile. Beide Theile liefen nun sich von « 
mehr entfemend 20 Jahre als getrennte Cometen neben einam 
im Jahre 1866 ganz und gar verschwanden. 

Die Spaltung dieses Cometen hat nach der Schiapareli 
nichts Befiremdliches. Es ist die auflosende Ehraft der Sonne, 
bewirkte. Nach derselben Theorie musste man auch erwarten 
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Himmelspunkte hin, Trelcher dem Radiationspunkte gera 
liatte man suchen miissen, ob sicli niclit in Begleitung 
Ilcste des BiELASchen Cometen entdecken Hessen. Dieser 
sich aber in unseren Gegenden nicbt gut beobacbten. Da 

32] Astronom Klixkerfces auf den gliicklicben Gedanken, d 
sox auf Madras, welcber Ort der Beobacbtung der gena] 
gunstig war, am 30. Xovember telegraphisch. aufzufordem 
Cometen zu suchen. Am 3. December fand Pogson m 
zeichneten Stelle einen Cometen. Indessen, um einen Co 
stimmten, hier also als den BiELAschen’zu legitimiren, das 
Anzahl scharf markirter Kennzeichen. Diese konnten so 
dem Masse nicht signalisirt werden. Da half wieder Oppo 
seine Beobachtungsenergie schon so viel zur Glorificirun 
schen Lehre beigetragen. Dutch scharfsinnige Combination 
Beobachtungsmaterials hat er es hochst wahrscheinHch ge 
PoGsox beobachtete Comet der Kopf des BiELAschen Coi 
wit aber auch ganz von der Prage des BiELAschen Com 
eine Thatsache unangreifbar feststehend, dass Kxixkerfui 
schnuppenerscheinung im Stande war, einen Cometen — i 
scheinung — in der Bahn des Stemschnuppenschwarms z 

Glanzender koimte die ScmAPARELLische Theorie nic 
Ein selten schones Loos fiir eine menscKHche Entdeckung 

So werden wir durch das Datum der Entdeckung S 
denkwurdige Jahr 1866 zuruckgefiihrt. Wir sehen in demsi 

33 ] Nation mit der unsrigen vereint. nicht nur auf der Ar( 
das Vaterland, sondem auch des Kampfes, dessen Zdel 

G'ren.zftTi iiTiRprAsi lof- ■nTTT* TT/X-rW 
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von einander verschieden sei. Und wer ist es, in dem sicli beid 
vereinen? Es ist das winzige Geschopf, der Mensch, (lessen G 
endlicb, die beiden Pole der Unendlichkeit erst in die Xatur 
TV abrend wir also auf unserer Excursion in das feme 
selbstsiicbtige Illusion verloren, der Mittelpunkt des Kosnio 
welchen iiberall die Zwecke der Xatur hinviesen, wie die H 
Kreises auf dessen Centrum, so haben wir als Ersatz das 
erbabenere Bewusstsein mitgebracbt, durch die Kraft unseres 
ganze TVeltall umfassen, so zu sagen den Kosmos reproducirei 
Muss nicbt dieses Bevrusstsein aucb eine bobere TVerl 
iibrigen Ideen, deren Trager der menschlicbe Geist ist, also i 
Ideen der Sittlicbkeit bervorrufen? Zwar wird die Verglei 
Ideen, welcbe der Natiuforscbung zu Grunde liegen, uns be 
wie diese aucb die Ideen der Sittlicbkeit in ibrer Anwendung 
unterworfen sind. AUein sie lehrt uns aucb, dass die Ideen 
ibren Anwendungen unabbangig — ewig unveranderlich sine 
durcb ein 'Labyrintb von Irxtbumem, wenn aucb nur in asyi 
naberung, zur TVabrbeit fiibren verden. 

TVenn wir also von unserer Himmelsreise auf unsere Erdi 
so werden wir — weit davon entfernt, das, was auf dexselben 
durcb Mensebenband voUbraebt wird, gering zu sebatzen - 
offenes Herz aUem Grossen und Edlen, das sicb darin kundg 
tragen. 

TVenn wir also von unserer Himmelsbetrachtung aus aui 
bingefiibrt werden, so wird die Erinnerung an die Thaten d 

4* TYYTi IV O TYl OTS O'K OTI /I AC i"AT 1 51T1 tI AC —_ 
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wiisstsein der Deutschen zur energievollen Thatigkeit be£ 
preisen unsem Kaiser und uns gliicklich, dass sckon nac 
Jalire unter seiner heldenmiithigen Fuhrung der herrliche I 
fiihrt werden koimen, dass der Traum vieler Jakrhnnderte 
Spanne Zeit zur 'W'irklichkeit geworden. — Dock nock ist 
Hack alien Seiten gescklossen, von alien Seiten sturmen f 
heran, in die Lucken einzudringen und die Grundfesten zu i 
die Starke Hand unseres Kaisers, die starke Hand, welcke 
Vollbringung so grosser Thaten auserseken, wekrt keldenm 
ab und umgiebt das neue Gebaude mit kraftiger Schutz’ 
Starke Hand nock lange Jakre unser Sckirm und Sckul 
36 ] unserem Kaiser nock vergonnt sein, sein Werk voUen 
bar zu schauen. Moge er als schonsten Lokn keiliger Pf 
sehen konnen, was ein grosses deutsckes Eeick in Friede: 
Erkabenem zu sckatfen vennag. 

Gott segne und erkalte unseren Kaiser und Konig. 



Lxxvni. 


^ber das 

Verhaltniss der exacten Naturwissenschaft 


R/ e dL e 

bei Antritt des Rectorates 

gehalten in der Aula 
der 

Kbniglichen Friedrich - Wilhelms -Univei 
am 15. October 1899 

Ton 


Immannel La^iaras Faclis. 



Hochanselmliclie Versammlung! 

Geehrte Collegen! 

Liebe Commilitionen! 

In einer Zeit, in welcher die Anwendungen der Naturwiss 
alle Zweige menscblicben Schaffens einen so gewaltigen Umfan 
baben, dass das aUgemeine Interesse durch die Errungenschafte 
bieten der Technik voUstandig absorbirt wird, nnd die Schopb 
folge, die tbeoxetiscbe Wissenscbaft, ganz in den Hintergrund c 
Interesses gedrangt erscbeint, ist es woM nicht uberfliissig, sic! 
nisses bewusst zu werden, in welcbem die reine Wissenschafi 
zu ibren Anwendungen, der Praxis, stebt, sicb den Einfluss 
fiibren, welcben Tbeorie und Praxis gegenseitig auf einander ai 
Es wurde selbstverstandlicb an dieser SteUe unmoglicb seii 
der Naturwissenscbaffcen in den Kreis unserer Betracbtung zu 5 
icb mir aber die Bescbrankung auferlege, nur die sogenannten i 
wissenscbaften ins Auge zu fassen, so diirfte gewiss der grossen 
Ausfubrunsren fur die ubrisren Naturwissenscbaften besteben 
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lytischeTi mathematischen Formen finden. Aber auch tun 
mathematischen Gebilde ibien entsprecbenden Ausdxuck in 
nungcn, wenn auch diese JS'aturerscheinungen erst spater, 
mathematischen Gebilde gewissermaassen divinatoxisch erzei 
kamit werden. Es mogen zur Erlauterung einige Beispiele 
Der Mathematiker construirt die Flache, welche unte 
Ellipsoids bekannt ist, aus rein geometrischen Anschauung 
Form dieses raumlichen Gebildes, das Spharoid, welches 
einer Ellipse urn ihre kleine Axe entsteht, erweist sich in 
uns alle gar sehr interessirende Form des von tms bewohnb 
Viele Jahrhunderte, ehe Keppeer gezeigt, dass die I 
unsere Erde, sich in einer Ellipse um die Sonne bewegen, 
matiker von rein theoretischen Gesichtspunkten zur Betracl 
men Linie und zur Erforschung ihrer Eigenschaften gelang 
Die Eigenschaft derselben Linie, dass die von den be 
nach einem Punkte der Linie gezogenen Strahlen mit dei 
gleiche Winkel bilden, findet in der Optik und Akustik ihi 
dass die von einem der Brennpunkte eines elHptisch gebat 
gehenden Licht- oder Schallwellen nach ihrem Auftreffen : 
in dem anderen Brennpunkte concentriren. 

5 ] Aber auch in der Methode der Forschung sind Math 
Naturforschung nicht wesentlich verschieden. Diese Behan 
nur denjenigen erscheinen, welchen nur die fertigen Fo 
methoden der Mathematik bekannt sind, nicht aber den Fi 
Crebieten. Wie der Naturforscher Naturerscheinungen geg( 
suverlissig nach gewissen Gesetzen verlaufen, und bestrebi 

durch BeobacbtriT*!?- VATerlpif^tmnty mit l-w»TriiTinff>n 'NTofTiTOTK!/*! 
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Ich. wiinschte wohl hier zu zeigen, dass diese tliereinstiim: 
schungsmethoden mehr als eine bloss oberflacMiche sei^ we: 
solcbe Auseinandersetzung den Rahmen dieses Vortrages iibersc 

In unserem Zeitalter, in welchem die Anwendiins^ der 
der Electricitat so bewundemswerthe TeranderuRgen in der ' 
des menscblichen GescMecbtes berbeigefiihrt hat, in welchem 
leichterung des Verkehrs der Menschen unter einander der A 
nur der materiellen, sondem auch der geistigen Giiter in so ge 
gefbrdert, durch die Einfuhrung von Maschinen die Productioi 
werblichen Unternehmungen so zu sagen ins Unermessliche : 
dafur die Arbeit menschlicher Hand in hohem Maasse bewertl 
in unserem Zeitalter, sage ich, ist es besonders wichtig, sich j 
halten, dass schon in alien Zeitaltem, von welchen uns die Ges 
richtet, Forschritte gemacht worden sind, welche fiir jede diesf 
von machtigen Einwirkungen auf das menschliche Leben gewes 

Da das Neue sich stets auf Grund des bereits Torhanc 
musste natiirlich die Geschwindigkeit des Fortschrittes in den 
steigem, wie era Zins auf Zins angelegtes Capital sich zu 
grosseren und grosseren Capital aufspeichert. Fragen wir uns 
Quelle die immer neuen Machtmittel zur Bekampfang und A 
Naturkrafte dem Menschen zufiiessen, so lehrt uns die Geschicl 
Quelle nur selten die auf ein bestimmtes Ziel gerichtete Arbeit 
gewesen ist. Denn der Zusammenhang zwischen den einzelnen 
in der Hatur ist meistentheils sehr verborgen, und was in d( 
neben einander hergeht, tritt dem Menschen ebenso wie dasjei 
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Es zeugt von einer vollstandigen Terkennimg des W 
schaft, wenii c-iner meint, dass ein auf Grund von Erfahr 
•vvadisenes mul auf einen bestimmten Zweck gerichtetes Pro 
konne, wenn ihn niclit das Glilck dahin begiinstigt, dass 
scliaft die Hiilfsmittel zur Losung voxbeieitet findet. Deni 
7] nach wissenscbaftlicben Wahrheiten muss der menscblic 
dem Besonderen losliisen und sich zu freiem Fluge nach 
cntfalten. Er darf nicht bei einer Vorstellung stehen bleil 
mehr die mannigfaltigsten Gebilde durchmustem und in schc 
Dingen das Gemeinsame zn erfassen stxeben. Was schwe 
losbar in besonderer Sphare erscheint, wird oft in unerw: 
einer scheinbar fern von ihr liegenden Sphare belichtet, ur 
einen werden durch die der anderen enthiillt. Die Gescb 
sehaft lehrt, dass oft Jahrhunderte andauernde Arbeit des fre 
lichen Geistes, welclie ohne einen anderen Zweck, als de 
wissenschaftlicher Wahrheiten unternommen war, in unerv 
Aufiindung weltbewegender Xatiu-gesetze gefiihrt hat. 

Es sei mir gestattet, an einem Beispiele die Art, wi( 
arbeitet, hervorzuhehen. 

Die ersten Anfange der Geometric sowie alle Anfange 
licher Bethatigung haben ihren Ursprung in den Anforderu: 
Lebens. Allmahlich loste sich aber die Geometxie von 
Standpunkte des Suchens nach dem unmittelbar Niitzlichei 
die eigentlicli wissenschaftliche Geometric. Die vollendetst^ 
dieselbe in den alten Zeiten bei den Griechen, demjenigen V 
die Xeime fast aller unserer Wissenschaften zu suchen su 
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bar so begrenzten Gebiete naenschlichen. Forscheos wesr uiid a 
ringeres als auf das Weltall bin. Jedem Gebildeten ist es be 
Anstrengungen die berv’-orragendsten Pbilosopben und Naturf 
Jabrbunderte bindurcb gemacbt, um das Gesetz der Bewegum 
netensystems zu erforscben, wie viele Tbeorieen aufeinander g 
waren, welcbe scbon durcb ibre Complication den Stempel des 
an sicb trugen, und in def That aucb von den Erscbeinungen c 
voUkommen Recbenscbaft gaben; bis es Keppler nach einer 
Jabre fortgesetzten Bearbeitung des Tycho be BEAHEscben 
materials gelang, die Bewegung der Planeten durcb die drei G 
wir mit dem iNamen der KEPPLEEscben bezeicbnen, in der nat 
in voUkommen erscbopfender Weise zu erklaren. Ich muss 
bier wiederbolen, um den Zusammenbang mit dem Torhergeh 
treten zu lassen: 

I. Die Planeten bewegen sicb in Ellipsen, in deren 
punkte die Sonne sicb befindet. 

II. Die von diesem Brennpunkte nacb dem Planeten fiibr 
bescbreiben in gleicben Zeiten gleiche Flachenraum 
in. Die Quadrate der Umlaufszeiten verbalten sicb \vie 
grossen Axen ibrer Babnen. 

Treten wir jetzt in eine dritte Sphare der Xaturforscbun 
wieder scbeinbar von den beiden vorbergebenden abseits liegt. 
wie man erzablt," durcb das FaUen eines Apfels von einem Ban 
denken uber die Ursacbe des FaUes angeregt worden, und i 
Resultate gefubrt, dass eine Einwirkung der Erdmasse auf die 
fallTCnrnprs fiip waliTP TTrsar.lie sei. ein Resiiltat. aiis we. 
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Eiitfernimgen ist; sowie, dass fiir aile Planeten das Grundmi 
d^scibe ist. 

Dieses Gesetz, welches sich dahin zusammenfassen las; 
init welclier zwei wagbare Massen. auf einaader wixken, 
Massen. von derselben Xatur ist und dem Producte der IVi 
Quadrate ihrer Entfemung umgekebrt proportional wirkt, 1 
Bewegungen der Himmelskorper, soweit sie den Baum erj 
die Bewegung eines an der Erdoberfiache fallenden Steines. 

Diesem Gesetze hatte langer als ein Jahrhundert nach 
die Beschiankung auf die wagbaren Massen angebaftet, al 
Hulfe der Torsionswage gelang, die Elraftwirkung elektrische] 
Massen einer Messung zu unterwerfen und festzusteUen, das 
Oder zwei magnetische Massen sich mit einer Kraft anzieh 
welche dem Producte der Massen direct, dem Quadrate ihn 
gekehrt proportional ist. Jetzt gelangte die Wissenschaft d 
dem Schlusse: Das NEWxoNSche Gesetz gilt nicht nur fiir di< 
lo] es ist \ielmehr ein aUgemeines Katurgesetz fiir alle Wiri 
auf einander, welcher Natur diese Massen auch sein mogen 

Diesem Bilde von der Arbeit der Wissenschaft liesse 
Zeit es gestattete, zahlreiche andere anreihen. "Welche sch 
es beispielsw'eise, die Entwickelung der Lehre der galvan 
verfolgen, von den ersten Tersuchen Galv.axis an einem 1 
mit verschiedenen Metallen zuckenden Froschschenkel bis 
wo die electrischen Drahte sich fast iiber die gauze Erde 
wurden auch hier sehen, wie Manner der Wissenschaft, allei: 
nach der Erforschung der Naturgesetze getrieben, Versuche 
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Di© i^Jifange der exacten JfaturR’issenscliaftGa, s^tGn wir 
ihren Ursprang in den Anfordermigen, welche das praktische 
Measclieii stellte. So berichtet luis beispielsweise Hekodot, das 
zur Erfindung der Geometrie durch die Xothwendigkeit gefiihi 
in Folge der Niluberschwemmungen verloren gegangenen Landc 
wieder berzustellen. 

Da Messen und Zahlen. untrennbar mit einander verbunden 
wir mit Wabrscbeinlichkeit auch die Wiege der Aritbmetik in 
zusnchen. 

Um eine Eintheilung der periodiscb wiedeikebrenden J 
Tageszeiten zu finden, und insbesondere auch um sich bei ibre 
dem Meere orientiren zu konnen, wuxden scbon in uralter Zeit 
zur Beobachtung des Himmels bingeleitet. Wenigstens entstand 
praktischen Bedurfiiissen die ersten Anfange der Tdssenschaftlich 
bei den Cbaldaem. 

Bekannt ist, dass Archimedes durcb den Auftrag des Kon 
Syrakus, den etwaigen Silbergehalt seiner Elrone festzustellen, : 
eines Grundgesetzes der Hydrostatik gefuhrt -wurde, welches 
tragt. 

Aber auch, nachdem die einzelnen Disciplinen der Xatui 
ausgebildet waren, hat das praktische Leben zu alien Zeiten ei 
wissenschaftlicher Forschung gegeben. Dieses geschah nach ztv 
hin. Einerseits wrurden Praktiker, welche die ihnen durch di( 
uberlieferten Kenntnisse als Mittel benutzten, um die Xatur’ 
Zwecke des Menscheneeschlechts zu unteriochen, oder Ein: 
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Es haben sich daher jedeizeit die Praxis und die ^ 
seitig in die Hande gearbeitet, und wenn die Wissenschaf 
Schatz ihrer Eixungenschaften der Praxis die Mittel zur B< 
ij] der Natur ihr entgegengesetzten Schwierigkeiten bieten 
andererseits die Wissenschaft der Praxis so viele segensreic 

Es Tfann daber nur zum Scbaden des Forscbrittes d- 
reichen, wenn kunstlich ein feindlicher Gegensatz zwiscben 
schaft und der Technik construirt wird. 

Wohl baben beide verscbiedene Aufgaben. Die Aufga 
sind stets auf bestimmte praktiscbe Zwecke gericbtet. Zi 
unstreitig hau£g eine grosse geistige Anstrengung und bobe 
erforderlicb; aber der Tecbniker muss diese Aufgaben mi 
der Wissenscbaft in kurzer Zeit losen kbnnen oder auf 
zichten; es sei denn, dass er das Ziel, welcbes ibm die I 
Seite lassend zum wissenschaftlichen Forscher wird. De: 
der Wissenschaft lebrt — und wir baben diess bereits ber-v’ 
concrete Aufgaben haufig erst in weit auseinander liegenden 
dem dem ausseren Anscbeine nacb weit ab von diesen 
Gebiete cultivirt worden sind, ihre Losung gefunden baben 

Sollte es also dahin kommen, dass wir, hingerissen 
fertigten Bewunderung der Erfolge der Tecbnik, uneinge 
der reinen Wissenschaft an diesen Erfolgen, die letzter 
praktisch Nutzlichen vemacblassigten, so warden wir nicbt 
unserer Giiter, des Verstandnisses des Waltens der Natur- 
fer welches kein noch so bober Grad leiblicben Bebaj 
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titelt: »Uber das Verhaltniss der Xaturwissenschaften zur Ge; 

■WissenschaftK, iiber die Aufgabe wissenschaftliclier Forscbung i 
AVer bei der Verfolgung der 'VYissenschaften nacli 
Mpraktischen Xutzen jagt, kann ziemlich sicker sein, das 
»jagen. wird. Volktandige Keimtniss imd Tollstandiges 
»Waltens der Xatur- iind Geisteskrafte ist es allein, wr 
Bsckaft erstreben kann. Der einzelne For.scker muss 
»sehen durch die Freude an neuen Entdeckungen, als 
»des Gedankens iiber den -vvidersti'ebenden Stoff, durch 
»Schonheit, welche ein woklgeordnetes Gebiet von K 
Mwahrt, in welchem geistiger Zusamnienhang zwischen 
»Theilen stattfindet, eines aus dem anderen sicli ent'ni 
))die Spuxen der Herrschaft des Geistes zeigt; er mus 
Msehen durch das Bevrusstsein, auch seinerseits zu de 
))Capital des Wissens beigetragen zu haben. auf weicl 
Mschaft der Menschheit iiber die dem Geiste feindlici 
»ruht«. 

Soweit BLelmholtz. 

Aber gliicklicher Weise ist jede Befurchtung vor der I 
der Wissenschaft dm'ch eine noch so grosse Macht der 1 eniai 
Der Antiieb unseres Geistes zur Erforschung der Walirheit 
unvergangliche Macht, welche von keiner anderen Macht iiber 
kann. 

Diese Macht ist es auch, welche die treueste Stiitze unsei-' 
stets gewesen ist und fur immer bleiben wird. Es ist stets df 
streben unserer Universitaten gewesen, die M issenscliaft an si< 
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Berufe wixd eut handwerksmassig arbeitende Kiafte erzielen, 
Aufgaben des wirklichen Lebens diejenige geistige Elasticital 
gemein wissenschaftlich geschulten Mannem eigen ist. T 
methode unserer Universitaten hat allezeit nicht nur rei< 
wissenschaftlicheE Forschung eingetragen, sondem auch dem 
lande ein von hohen Idealen getragenes und in seinem Ben 
amtenthum gegeben, um welches uns andere Nationen beneii 



LXXIX. 


• • 

Tiber einige Thatsachen , 

in der 

mathematischen Forschung des neiinzekten Jahrhunde 


R/ e d. e 

zur 

Ge&htnissfeier des Stifiefs der Berliner BniTersitSt 

Konig Friedrich Wilhelm III 

in der Aula derselben 

am 3. August 1900 

gelialten von dem zeitigen Eector 

Immanuel Lazarus Fuclis. 




Hochanselinliche Versammlung! 

Werthe Commilitonen! 

Unsere Universitat feiert an dem hentigen Tage das Gedachtniss i 
.benen Stifters, des Konigs Friedricb Wilhelms des Britten von Preus 
le alljahrlich wiederkehrende Feier gewahrt uns, deren Aufgabe es ist 
senschaft an dieser Universitat zn pflegen, in erster Linie die hochi 
mene Gelegenheit immer von Neuem den Manen des Stifters ud 
digung nnd den Ausdruck pietatvoller Dankbarkeit darzubringen fur 
iffung wissenscbaftlicber Pflanzstatten, deren Antbeil an der Wie 
bung des preussiscben Staates und an der Entwickelung zu seiner jetz 
3 se, sowie mittelbar zur Erfullung seiner Mission fur das gesammte Deut 
, allseitig anerkannt wird. 

Aber diese Feier wird aucb stets eine segensreicbe Ruckwirkung 
ir geistiges Leben ausiiben. Wenn wir unseren Blick in die Geschi 
Zeit versenken, in welcber die Griindung unserer Universitat sicb vol 
verden wir nicbt nur von Bewunderung erfiillt werden fur die Mai 
ieren Soitze der Konie Friedricb AVilbelm III., welcbe den Mutb ba 
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eineii Riickblick auf den Fortschritt der TV issenschaft zu tin 
und nns so der Aufgaben bewusst werden, welcbe uns die 

TorgSnger vorbereitet haben. 

TVenn icli in der TVissenschaft, -welcher icb mein Strebi 
lieute einen solchen Ruckblick unternehme, wobei icb mi 
zelinte Jahrhundert bescbranke, so ware es — aucb wenn e 
— eine Vermessenbeit, wollte icb das gesammte Gebi( 
scben TVissenscbaft umfassen. Diese TVissenscbaft bat im 
Jabrbunderts eine so gewaltige Ausdebnung angenommen, b; 
scbiedenartige Disciplinen verzweigt, dass es dem Einzelnen 
Hcb ist, die verscbiedenen Tbeile unserer TVissenscbaft mit 
eingebendem Yerstandnisse zu durcbforscben. 

Aber aucb, ivenn icb nur einzelne Zweige zum Gege 
schopfenden Erorterung macben wollte, so wurde sicb eine 
in den Rabmen meines beutigen Vortrages nicbt einfugen L 
Es sei mir daber gestattet nur zweier, in erkenntnisstbec 
wicbtiger Thatsachen bier zu gedenken, welcbe den Arbeiten 
des XIX. Jabrbunderts ihr besonderes Geprage aufgedriickt 
Die erste Tbatsacbe bestebt in der Realisirung und 
s] wendung der bis dabin als imaginar bezeicbneten GrOssen 
waren die Matbematiker scbon seit langer Zeit begegnet, w( 
handelte, gewisse Gleicbimgen aufzulosen. Ibr Auftreten ■ 
dabin gedeutet, dass die in diesen Gleicbungen gestellten ! 
erfuilbar seien. Dass aber die Bezeicbnung wimaginare ( 
zutreffende ist, ergiebt beispielsweise scbon der Umstand, ( 
wo die Brucbe nocb nicbt in den Kreis der Zablen Aufiaabn 
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casentiren, wahrend die sogenannten imaginaren Grossen im Stande 
Lage der Piinkte der ganzen Ebene zu bestimmen. Der Schritt von 
.en Grossen zu den sogenannten imaginaren erschien nieht cgwa-te] 
von den ganzen Zahlen zu den Bruchen, von den rationalen Zable 
in-ationalen u. s. w. Da der Name imaginare Grossen viel zur 
rung der Begriffe beitragt, so ist fur diese Grossen allgemein die 
-bnung complexe Grossen angenommen worden. 

Wenngleicb Gauss in seinen Scbriften zahlreicbe Belege dafur hi; 
en hat, dass er iiber die Principien der Mathematik tiefe pMlosophi 
culationen angestellt hat — so hat er sich beispielsweise bei Gelegei 
KechtfertiguHg der complexen Grossen nicht enthalten kdnnen. in i 
snote gegen einen von Kaxt hen-iihrenden Beweis der Torstellung, da 
Kaum nur eine Form unserer ausseren Anschauung sei, Stellunc 
Dicn so ist er dennoch als achter Mathematiker und Naturforsche] 
Recht der complexen Grossen erst auf Grund der thatsachhchen "W 
mung eingetreten, dass diese Grossen ebenso unentbehiiich seien, wie 
mannten realen, dass erst durch die Anvrendung der ersteren gewisse 
e der Arithmetik einen allgemeinen Charakter gewinnen konnen. E; 
rakteristisch, dass Gauss gerade auf einem Gebiete die complexen Grc 
Siege fiihren konnte, welches, wenn der Ausdruck erlaubt ist, das a 
ste in der Mathematik ist, namlich auf dem Gebiete der Zahlenthe 
schonen Reciprocitatsgesetze fiir die quadratischen Reste linden sich st 
den biquadratischen Resten nicht mehr vor, solange man einseitig 
e Zahlen zulasst; sie erstehen aber, wie Gauss entdeckt hat, in il 
sen Umfange, sobald man complexe ganze Zahlen in den Zahlenkreis 
mt. 
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Hebigen Einheitswurzel scbon die Abweichung, dass die Pri 
mente dieses allgememen Zahlengebietes nicht immer in 
gebiete gefunden werden konnen. Dieser Lbelstand fuhrte 
7] durch iange Jahre eine Zierde unserer Universitat gev 
geaialen Gedanken, dem bezeichneten Zablenkreise die voi 
idealen Zahlen zu adjungiren; das so erweiterte Zablengebi( 
wieder die Eigenschaft, dass die Primfactoren der Zahlen n 
selben Gebiete gehoren. Dieser Schritt von den complex 
idealen ist nun zwar in seinem inneren Wesen vollstand 
gauge von den realen Zahlen zu den complex en verscbii 
nur, dass die complexen Zahlen dieselben Eechnungsope 
wie die realen Zahlen, sondem — wie Gauss schon hervor; 
ist mit den complexen Zahlen das Grossengebiet iiberha 
welches sich dieser Eigenschaft erfreut. Wenn ich dennc 
brauche, dass die idealen Zahlen nach dem Vorgange v 
worden sind, so rechtfertigt sich derselbe durch den Hu 
gaben, welche sich der Schopfer der idealen Zahlen neber 
Uniaoglichkeit der Autlosung der beriihmten FERMATSchen 
hat, namlich fur die Potenzreste der aus den Einheitsi 
ganzen Zahlen die den quadratischen und biquadratisc 
gesetzen entsprechenden Gesetze fur die hoheren Potenzre 
war mir auch eine willkommene Gelegenheit diese Entde^ 
erwahnen, da sie von den a&sgedehntesten Foigen fur die 
die Algebra des XIK. Jahrhunderts gewesen ist. 

Als Gauss im Jahre 1831 in den Gottingischen gelel 
das Burgerrecht der sogenannten imaginaren Grossen m 
ofientlieh das liVort ergriff, hatte er schon seit langen Jah 
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Zeiten verstand man es, durch, Anwendung von Cirkel iind Line 
Peripherie in drei, vier, fiinf, funfzehn gleiche Theile zu theile 
in eine Anzahl, welche durch. wiederholte Verdoppelung diese: 
steht. Es hat dann wahrend zweitausend Jahren kein Forts( 
Frage der Elreistheilnng stattgefunden, bis Gauss an der gen 
das Problem zur Entscheidung brachte, durch welche Zahlen di 
Theilpunkte bestimmt sein miisse, damit die Theilung mit Cirk^ 
ausfiihrbar sei. Und welches war der Weg, der ihn zu diese 
fiihrte? Es war das Studium der imaginaren Wurzeln d 
eine Untersuchung, welche fiir die Algebra und die Zahlenthec 
Jahrhunderts von machtigem Einflusse geworden ist, und welche 
unmittelbaren Friichte die Lbsung des bezeichneten Problems der 
lieferte. Gab da der Gewinn, welchen die Anwendung der sog( 
ginaren Grossen fiir das reale Gebiet der Geometrie abgeworfer 
Anlass genug, den Schleier, welcher jene Grossen umgab, zu z( 

Nicht weniger aber gab eine andere Gelegenheit einen 
Nachdenken iiber das Wesen der imaginaren Grossen. Die Ki 
der Wissenschaften zu Kopenhagen hatte in den zwanziger Jah 
Jahrhunderts die fiir die Kartenprojectionen und die hohere G( 
mentale Preisaufgabe gestellt: »die Theile einer gegebenen Eli 
anderen gegebenen Flache so abzubilden, dass die Abbildung dem 
in den kleinsten Theilen ahnlich sei«. 

In einer Abhandlung, welche der Losung dieser Aufgabf 
ist, zeigte Gauss, dass dieselbe mit Notwendigkeit zur Anwendu 
tionen einer complexen Variabeln fiihrt, welche wnr heutzutage 

•7.n KpTiAlplin AH 'nflp.OrATI TTiAT 
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bei der Betrachtung der Abhangigkeit veranderlicber Grossen 
auf sogenaimte reale Werthe bescbrankte, sondern vielmeb] 
eomplexen Wertbe in Betracht zog. Auf Scbritt und Tritt 
Bebauptung in der Analysis dieser Zeit nacbweisen. Icb n 
bier damit begniigen, dieses an einigen den Elementen d 
nommenen Beispielen zu erlautem. 

Sind zwei veranderlicbe Grossen in algebraiscber Abba: 
ander, und verlangt man, dass die eine der Veranderlicbe: 
sammenhang mit der anderen jeden beliebigen realen Wert 
dieses im allgemeinen nicbt moglicb, so lange der Wertbberei 
Veranderlichen dem realen Gebiete angebort; dieses wird ' 
durcb moglicb, dass man dieser Veranderlichen gestattet, i 
verlassen und sicb frei in der ganzen Ebene zu ergeben. Das 
lo] -wir, urn bei den elementaren Functionen zu verbleiben, 
metriscben Functionen Sinus und Cosinus wabr. Man erzi 
nur einen realen Werthbereich, der, vom Zeicben abgeseb 
ist als Eins, so lange die unabbangige Variable nur reale V 
wahrend die Gesammtbeit aller iibrigen realen Werthe fiir 
erst bervorgerufen wird, wenn man fur die unabbangige Vs 
piexe Werthe zulasst. 

Es ist bier jedocb am Platze hervorzubeben, dass e: 
scheinung zu Tage tritt, aucb wenn man far die function 
zwischen zwei Veranderlichen durcbweg das Gesammtgebie 
Grossen zulasst. Die Entwickelung der Analysis des XIX. 
zu Functionen einer eomplexen Variabeln gefiibrt, bei welcli 
beit aller eomplexen Werthe der unabhangigen Veranderlicl 
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als wie die complexen nicht den sammtliclien Rechnungsoperatic 
letzteren nnterworfen werden konnen, so muss man auf dieseii ’ 
zichten. Man muss vielmekr die Thatsacke des beschrankten 
der Function als einen naturlicken Ausfiuss des Grossenbesriffs 
In die^pocbe, in welcher Gauss das Eesultat seiner Relif 
die complexen Grossen substantiate, fallt die Entdeckung der Th 
elUptischen Functionen durcb Abel und Jacobi. Diese Functic 
der Analysis des XIX. Jahjkunderts neue Perspectiven eruffnete 
dem der Geometrie und Mecbanik durcb. zablreiche Anwendung 
geworden sind, waren obne Herbeiziebung der complexen Grds 
innersten Kern unverstandHcb und einer Weiterentwickelung unfal 
Wabrend namlicb die trigonometriscben Functionen sicb einer r( 
erfreuen — eine Eigenscbaft, auf welcber die scbonsten Anwen 
Functionen beruben ,—, wurde in den elliptiscben Functionen ei 
gebiet erschlossen und zugleicb zum Abscbluss gebracbt, ivelcl 
Perioden begabt ist. Aber diese beiden Perioden sind so bes 
ibr Verbaltniss durcb eine sogenannte imaginare Grosse dargestel 
letztere Eigenscbaft aber ist gerade das Fundament fiir die ana 
stellung der elliptiscben Functionen geworden, eine Darstellung, 
die Anwendbarkeit dieser Functionen fiir das reale Sein bediagt 
Wabrend Gauss das Verdienst zugesprocben werden muss, di 
Grossen ibr Burgeiuecbt in dem Reicbe der Grossen gesicbert : 
es dem grossen franzosiscben Matbematiker Caught vorbebalt 
die bis dabin nur geduldete complexe Grosse zur Herrscberin ir 
zu erbeben. Caucht, unser Aller Lebrmeister in der Analysii 
Schnltern alle. welcbe bis ietzt nacb ibm diesem Gebiete ibre 
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entfaltete, sctuf er die Grundlagen fur die Functionenthc 
Es ist mir nicht moglicE, an dieser Stelle die wunderba 
Meisters und die schone Architektonik, welche durcb ihn 
im Gebaude der Functionentbeorie ausgestaltet worden ist, 
ziren. ilan gewinnt einigermassen eine Vorstellung biervo: 
Lebrgebaude der elUptiscben Functionen, wie es sicb na 
Jahrbunderts — nacbdem die' Lebren Cauchys von seine 
und Bouquet fur die Theorie dieser Functionen fliissig gems 
— mit der Gestalt vergleicbt, welcbe dieses Lebrgebaude 
darbot^ wenn man die Grundlagen der Theorie der Abe: 
welcbe von Weiekstrass und Riemann gescbaffen worden sii 
wenn man die Basis kennen lernt, auf welcher sicb eine 
der Diiferentialgleicbungen aufbauen liess, eine Theorie, 
die eben genannten Disciplinen fur die Anwendungen auf 
Mecbanik und Pbysik so wicbtige Folgen aufzuweisen bat. 

Je weiter die neue Theorie der Functionen fortscbritt, 
verbreitete dieselbe fiber das Verbaltniss der sogenannten i 
zu den realen. Icb will bier nur beispielsweise auf die 
gebildete Integration einer Function einer complesen Ve 
wiUkurHcher Babnen in der Ebene binweisen. Diese erofe 
neue Quelle fur die "Werthbestimmung von bestimmten Ini 
Veranderlicben, sie erwies sicb vielmebr als das einzige I 
13] dabin dunkel gebliebene Erscbeinungen in der realen ms 
zu erbeilen. Es sei mir gestattet, dieses an einem einfacben 
In den Elementen der Integralrecbnung stellen sicb die 
Functionen der realen Veranderlicben als die Umkebrungsi 
lieitimmter Ifiteeralft WnlltP. 
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vielmehr eine teale Wesenheit im Reiche der Grossen ziigesch 
miisse. 

Die zweite Thatsache, von welcher wir oben gesagt, dass si( 
des XIX. Jahrlmnderts ihr characteristisches Geprage aufgedriic 
sicb als die Methode kennzeicbnen, die functionalen Beziehui 
vefanderlichen Grossen begrifflich so zu fixiren, dass die 
derselben fiir ihren ganzen Verlanf vollkommen nnd unzweide 
wird, unabhangig davon, ob fiir die functionalen Beziebungen ^ 
stellungen durcb analytiscbe Formen berstellbar sind. 

In gewissen Fallen gelangt man zu einer solchen begr 
steUung, indem solcbe Fundamentaleigenschaften eiaer Functio: 
werden, aus welchen alle anderen Eigenschaften derselben als 1 
rungen fliessen. Solcber Fundamentaleigenscbaften kann es n 
Da sie sicb gegenseitig begriflOicb bedingen, so wird unter c 
solcbe ausgewablt werden konnen, welcbe entweder begrifflic 
facbste ist, oder welcbe den Zwecken der besonderen Untersucb 
So ist beispielsweise fur die trigonometriscben Functionen eine 
mentaleigenscbaft das fiir dieselben aus den Elementen der M 
kannte Additionstbeorem. In der That, wenn Functionen gefi 
welcbe sicb eines solcben Additionstbeorems wie die trigonome 
tionen erfreuen sollen, so ergiebt sicb*), dass diese Functioner 
der trigonometriscben Functionen angeboren. Eine andere solcbe 
eigenscbaft der trigonometriscben Functionen ist ihre Periodiciti 
dieser Eigenscbaft begabten Functionen ebenfalls dem Reicbt 
metriscben zu eigen sind. Fiir die trigonometriscben Functione 
zwar einfacbe analytiscbe Darstellungsformeln in unendlicher 
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Ahnlich ist es mit den doppeltperiodischen (elliptisch 
stellt. Diese besitzen ebenfalls ein Additionstheorem, w 
mentaleigenscbaft dieser Functionen in dem Sinne darsti 
selben alle anderen Eigenschaften dieser Functionen bergele 
Dieser Umstand bat es Weierstbass, dem unvergesslicben i 
moglicb gemacbt, in einer spateren Epocbe seiner Vorle 
15] Universitat, vom Additionstheorem ausgebend, die ganz 
tiscben Functionen aufzubauen. 

Eines der lehr- und folgenreichsten Beispiele fur die 
Function durch besondere Merkmale vollzog sicb an der Th 
jener Function, welche in der Physik iiberall, wo das 
gilt, insbesondere in der Lehre vom Magnetismus und "v 
von so grosser Bedeutung geworden ist. Der Werth des 
der geometriscben Gestalt der Massen, auf welche dasselbe 
von der Dichtigkeit derselben abhangig, und ist durch 
mehrfaches bestimmtes Integral dargestellt. Die wirkHche 
jedoch ist nur in den seltensten Fallen durchfiihrbar, unte 
rechnung die Darstellung durch bekannte Functionen verst 
der schonsten Gedanken des grossen mathematischen Di 
Dieichlet gewesen, dem Ausdrucke des Potentials dieji 
Eigenschaften abzulauschen, durch welche die Abhangig] 
von der Lage der durch die ISlEWTONSchen Krafte afficirten 
und unzweideutig bestimmt wird. Hrerdurch ist die Frage 
den Hintergrund gedrangt und fiir die wichtigsten Schliiss 
gemacht. 

Der von Dieichlet am Potential entwickelte Gedai 
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unendUchen Mannigfaltigkeit hat man nun diejenigen Lo 
zuschalen, welche die in einem bestimmten physikalischen 
die Natur gegebenen Nebenbedingungen, wie Anfangszustanc 
gungen, Unstetigkeitsbedingungen, erfullen. Urn jedoch zii ej 
diesen Bedingungen angepassten Losungen der Differentialgleicl 
Naturgesetz darstellen, ist es erforderlich nachzuweisen, dass 
auch die einzigen sind, welche den Jfebenbedingnngen geniige: 
nun die von Dirichlet am Potential entwickelten Principien 
in vielen wichtigen Fallen auch schon zum Ziele gefiihrt. 

In der Geschichte der Mathematik begegnen wir haufig 
dass Gedanken, welche Probleme auf dem Gebiete der exact* 
schaften hervorgerufen, reiche Friichte fiir die mathematische 
tragen haben. Nirgendwo aber ist in einer kurzen Spanne 
fiir die Mathematik reicher gewesen, als in dem Falle dieser 
Principien. Diese Ernte so schnell zur Pieife zu bringen, : 
von RrEMANN gelungen, Eiemaxx, welcher zum Schmerze der 
Welt der Wissenschaft in so friihem Alter entrissen wordei 
dennoch wahrend seines kurzen Lebens durch Erweiterung der 
Erkenntniss sich einen Platz in der Eeihe der grossten Mi 
Jahrhunderts gesichert hat. Auf der bekannten Thatsache fu 
Bestandtheile jeder Function einer complexen Yariabeln eine) 
partiellen Diiferentialgleichung geniigen, legte er, sich an die 
Methoden anschliessend, den Grand zu einer neuen Auffa: 
Theorie der Functionen einer complexen Variabeln. In die: 
weise scheiden sich die Functionen von einander nach den 
TTnRtf'tio-kfiitsViAdincmn.o’ATi. welchen sie einzeln unterliesren. ] 
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MAifNS nicht, dass in der Begriindung der von ihm hierbei verw 
cipien Liicken vorhanden waren, welcbe erst spater von anderen 
ausgefiillt worden sind. 

Wenn veranderlicbe Grossen in functionalen Beziebungen si 
langen mr von einer Darstellung dieser Beziebungen durcb an£ 
driicke zunacbst, dass sie fiir den ganzen durcb die Natur dei 
begrenzten Bereicb der Veranderlicben giiltig sei. 

In analytiscber Hinsicbt ist an eine solcbe Darstellung die 
derung zu stellen, dass aus derselben das Gesetz der Abbangig 
anderlicben, d. b. die fundamentalen Eigenscbaften dieser Abb 
mittelbar abgelesen werden konnen. 

Icb lasse die grossen Scbwierigkeiten ausser Acbt, welcbe z 
einer solcben Darstellung zu uberwinden sind. Es muss jedocb 1 
werden, dass die Darstellung erst mogHcb wird, wenn der fu 
sammenbang bereits begrifflicb in seinem ganzen Umfange erfai 
die Darstellung fiir die Erkenntniss der dargestellten Function 
neues nicbt liefert. 

is] Grosser ist der Wertb der analytiscben Formeln, welcbe fc 
ziebungen darstellen, in der Anwendung auf practiscbe Probl 
da, wo es sicb um die numeriscbe Berecbnung von Grossen ba 
bei Versucben oder Beobacbtungen zu ermitteln sind; wie bei 
der Astronomic bei der Bestimmung der Elemente der Babn ei 
korpers aus gewissen Beobacbtungsdaten. Aber in den Anwe 
an eine analytiscbe Darstellung nocb die dritte Forderung ges 
sicb einer rascben Convergenz erfreue. 

Wird die Abbangigkeit von Grossen, welcbe sicb in der 
seitig bedingen, durcb matbematiscbe Hiilfsmittel, wie durcl 
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ilu:er Abhangigkeit von der Zeit wird durcli eine Biferenti 
stimmt. Die begriflfliclie Discussion der Functionea, welche di 
gleicbung Geniige leisten, giebt scbon daruber Aufschluss, i 
Grosse der Anfangsgeschwindigkeit drei Bewegungsweisen mogl 
die eine die bin- und bergebende Bewegung (die eigentliclie 1 
darstellt. Diese Bewegung entspricbt dem Falle, dass die I. 
rentialgleicbung periodiscb wird. Wir lemen die Periode 
Scbwingungsdauer, sowie die Grosse der Elevation bestimme 
biermit vermittelst der begnfflicben Discussion ein klares Bib 
tigsten Momenten der Bewegung. Andererseits sind die Functii 
diese Bewegung in ibrer Abbangigkeit von der Zeit bestin 
nannten elliptiscben Functionen. Fiir diese bat die Tbeori 
durcb Quotienten zweier sebr rascb convergirender Keihen 
die Art der Bewegung liefern diese Darstellungen keine nei 
wobl aber sind sie bei dem durcb Beobacbtung berzustellei 
bang zwiscben der Pendellange, der Erdscbwere und der Anfi 
keit mit Vortbeil numeriscb zu verwertben. 

Von besonders bervorragender Bedeutung ist im XIX. 
begrifflicbe Bestimmung der Functionen firr die Integration 
gleicbungen geworden. "Wenn eine Differentialgleicbung vors 
batte man friiber planlose Versucbe gemacbt sie so zu transf< 
auf gewisse. Typen zuriickgefubrt wiixde, welche man im Ls 
integriren gelemt batte. Oder man sucbte, wo dieses nicht g 
rentialgleicbung auf sogenannte Quadraturen zuruckzufubren 
dieser Versucb misslang, stellte man Beihen ber, welche 
gleicbung befriedigten. Diese planlosen Versucbe konnten _ 
bentznt.a.o’R einzuseben in der Laffe sind, in nur seltenen F 
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Differentialgleichungen zeigt, wo von. vornherein die Form der 
2 o] geben ist. Eine solcbe auf eine Quadratux zurilckfiibrbai 
gleicbung ist z. B. diejenige, welcbe durcb elliptiscbe Functiont 
und es war niclits weniger als die Theorie dieser Functione 
nm eine Einsicht in die Natur der Losungen der Differentialgle 
winnen. . 

Und was die letzte Zuiiucht anbetrifft, die Losungen de 
gleicbungen durch Beiben darzustellen, so musste dieser Vei 
Umstande scbeitem, dass solcbe Eeiben in der Eegel die Func 
den ganzen zulassigen Bereicb der unabbangigen Verandeiiicbei 

Aucb auf diesem Gebiete baben die Arbeiten von Cauchy 
Scbiiler den Weg geebnet, auf welcbem sicb im XES. Jabrhui 
standiger Umscbwung in der wissenscbaftlicben Bebandlung d( 
gleicbungen vollzog. Wie Gauss zum ersten Male eine stren^ 
des Satzes gegeben bat, dass jede algebraiscbe Gleicbung eine 
so bat Cauchy fiir die Differentialgleicbungen eine sicbere Gr 
den Xacbweis gescbaifen, dass es immer Losungen der Differeni 
gebe, welcbe gewissen vorgescbriebenen Bedingungen genilgen. 
solcber Losungen stellt Cauchy zuerst fiir bescbrankte Gebiefe 
licben, dann aber durcb sein Fortsetzungsprincip fiir den gar 
bereicb der Functionen fest. — Bkiot und Bouquet, Scbiiler 
baben seine Principien an der Tbeorie der Differentialgleicbung 
nung in einer im Jabre 1856 erscbienenen Arbeit erprobt, v 
Markstein auf dem Wege bezeicbnet werden muss, den seitd 
von den Differentialgleicbungen eingescblagen bat. 

Es ist bier natiirHcb nicbt am Platze, eine Gescbicbte der 
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zusammenzmfasserL, die Unregelmassigkeiten, die Unstetigkeii 
keranzieken, um ein Yollstandiges Bild der Landschaft entwe 
Aknlick ergekt es dem Analytiker, welcker die Losungen ^ 
gleickungen ckaracterisiren will. 

In einem Gebiete veranderlicker Grossen geken uiejeni' 
die Losungen der Differentialgleichungen ein gleiciimassiges. 
kalten zeigen, keine directen Anhaltspunkte zur Beiirtkeiinn 
Losungen. Erst die Stellen, wo die Losungen ikre Einforn 
seien es Punkte, Linien oder Flacken, sind die Elemente, t 
die Individualitat der Losungen entwickelt. Diese Unregelmas: 
wir singulare Stellen'. Ikre Auffindung ist das erste, freili( 
Gesckaft des Analytikers. Das Studium des Terkaltens der ^ 
Umgekung der singularen Stellen ist der nackste Sckritt. 
scheidende Aufgabe ist die, die Einwirkung des Verkaltens 
der Umgekung der singularen Stellen auf den 'Wertkvorratl: 
keliekige Stelle des Gekietes der unakkangigen YerUnderlicl 
Zur HersteUung dieser Erkenntniss muss man sick nicht sch( 
der Mathematik, wie fern sie auck zu liegen sckeinen, in 
zieken. 

Die Integration der Differentialgleichungen in dem be: 
kat dem in alterer Zeit geiikten planlosen Transformiren ders 
uker den Vorzug, dass auf rationellem "VVege die Natur d< 
dem, was die Differentialgleichungen selker iiber sie aussagen 
Aker man wird die Sckwieilgkeit der Aufgabe sckon darau 
jede auf s Geratkewohl kerausgegriffene Differentialgleickung 
Functionenklasse ckaracterisirt, deren erschopfende Erforscku 
neue Disciplin ersckaffen miisste. Es kann hiemach ekenso^ 
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wertli. Man erwage nur, dass der grosste Theil der Aufgabeu 
selbst, sowie die Aufgaben der Mecbanik und Pbysik aui 
gleicbungen fiibren, dass also das ScMcksal dieser Aufgaben ’ 
nellen Entwickelung der Tbeorie der Differentialgleicbungen ab: 

Wohl konnen wir, mit Eiicksicbt auf die Scbwacbe und die 
keit unserer menschlicben Kraft, mit einer gewissen Genugtb 
zmruckblicken, was auf dem Gebiete der Tbeorie der Different] 
im XIX. Jabrbundert geleistet worden ist. Wir diirfen jedoc! 
nicbt vor der Erkenntniss verscbliessen, dass wir erst den Ei 
grosses Reicb der Wissenscbaft erzwungen baben, dass die g( 
verscbwindend klein ist gegeniiber der Arbeit, welcbe uns un 
Gescblecbtem zu tbun nocb iibrig bleibt. 

as] Dieses Endergebniss eines Eiickblickes auf einen besonde] 
matbematiscben Wissenscbaft wird sicb als das Eesultat eines 
auf jede wissenscbaftlicbe Disciplin wiederbolen, die Erkenntniss 
der Unendbcbkeit der Wissenscbaft und das sicb Bewusstwe] 
scbeidenen Maasses des bereits Errungenen im Verbaltniss zur 
der nocb zu losenden Aufgaben. Dieses Bewusstsein, meine wi 
btonen, die Sie dazu berufen sind, in einer kommenden Gi 
Fiibrung in der wissenscbaftlicben Arbeit zu ubernebmen, is1 
entfemt, Sie zu entmutbigen. Wenn dieses Bewusstsein dazu 
in Ibnen die Bescbeidenbeit wacb zu erbalten, so wird dassell 
die Pietat gegen die Manner wacb erbalten, welcbe vor Ibnei 
Kraften der Wissenscbaft gedient baben. Diese Pietat aber wir 
em Spom seiu, gleicb jenen nicbt in dem Streben zu ermud( 
Ibien Kraften die menscblicbe Erkenntniss scbrittweise zu forde 
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ANZEIGE BETREFFEND DIE CBERNAIDIE DER RE 
DES JOURNALS FtTR, DIE REINE UND ANGEWANDTE M. 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 109.1892, zwiicl 


Am 29. December 1891 wurde die matbematiscbe Welt di 
ricbt von dem Hinscbeiden des Herm Leopold Keoxecker sci 
rascbt. Scbwer getroffen seben sicb durcb diesen Verlust alle, 
Fortschxitte der mathematiscben Wissenscbaften Antheil nebm 
troffen alle die Korperscbaften, welcbe das Gliick gebabt, si( 
miidlicben nnd segensreicben Mitarbeiterscbaft zu erfreuen. 

Die matbematiscben Arbeiten Kroneckers baben auf di 
der Matbematik unserer Zeit einen so tie£ eingreifenden Eir 
nnd sie umfassen so ausserordentbcb viele Gebiete, dass ein 
Wiirdigung derselben an einem geeigneteren Orte Piatz find( 
baben nnr nocb die Aufgabe, dem Danke der mathematischei 
boben Verdienste des Dabingescbiedenen um unser Journal bie 
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t HERMAKNi VON HELMHOLTZ. 
(JoTimal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 114. 18) 


Die Eedaction erfullt die scLmerzliche PflicLt, an diei 
schweren Verlustes zu gedenken, welchen die wissenscLaftlid 
das am 8. September v. J. erfolgte DaMnscbeiden Ton Hekmax; 
erlitten hat. Es kann nicht unsere Aufgabe sein, die Verdiens 
Forschers an dieser Stelle zu wurdigen. An diesen Verdienstei 
reiche und verschiedenartige Gebiete menschlichen Wissens b 
nur das Zusammenwirken der verschiedenen Vextreter dieser G 
treues Bild der wissenschaftlichen Thatigkeit des Dahingesc 
schaffen konnen. Unserem Journal wird alsdann die Ehre zui 
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an auf dem Titelblatte unter die Namen der Mitwirkenden au( 
aufgenommen werde, sondem er kat auch. seine Mitwirkung di 
Antkeilnahme gem betkatigt, wenn dieselbe in Anspmck gen( 
Die Eedaction darf daker die Ekre in Anspmck nekmen, unfc 
welcke die wissensckaftlicke Tkatigkeit des grossen Mannes Z' 
Danke verpflicktet kat, in Torderster Reike zu steken. 
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NACHEUF. 

(Jonrnal for die reine tmd angewandte IHathematik, Bd. 115, 189? 


Die Eedaction hat die schmerzliche Pflicht zu erftillen, d 
dreier Mitarbeiter des Journals zu gedenken, welche seit kai 
der wissenscbaftlichen Welt durcb den Tod entrissen worden 

Arthur Catlet, geboren 16. August 1S21 in Richmond 
zum Jahre 1863 als Barrister at law thatig, in welchem Jahi 
rian Professor fur die reine Mathematik in Cambridge gewah] 
Stellung bekleidete er bis an sein Lebensende. Er starb am 
Es ist uns versagt, hier den Lebenslauf sowie die reiche 
Thatigkeit des beriihmten Gelehrten zu schildem, wie es ihi 
in die in diesem. Jahrhundert fur die mathematischen Wis 
errungenen Disciplinen schopferisch und fordemd einzugreii 
licher Weise hat bereits Professor A. R. Forsyth in den ( 
of the Proceedings of the Royal Society VoL 5S das Leb 
CiTT.TT.vH crftsp.bildert rvcl. auch t. Vlll of the Collected Math 
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Cayley hat noch bei Lebzeiten eine vollstandige Sar 
Schriften untemommen, von welcher es ihm vergonnt war, die 
Bande zn vollenden. Der weiteren Ausfuhrung dieser Aufgab 
dankenswerther Weise Herr Forsyth unterzogen, aus dessen Han 
den achten Band empfangen haben. 

350 ] Unser Journal hat ganz besonderen Anlass, das Andenk( 
hohen Ehren zu halten. Vom 29. Bande des Journals an hat ( 
in sein letztes Lebensjahr durch seine unschatzbaren Beitrage 

Ludwig ScHLAELi, geboren am 15. Januar 1814 zu Burgdorf 
gestorben am 20 . Marz 1895 als Professor der Mathematik an 
Bern, bildete ebenfalls eine lange Reihe von Jahren hindurc 
Bande bis zum 78. — eine Zierde unseres Journals. Nachder 
zahl vorziiglicher Arbeiten aus den Gebieten ‘der Geometric, d 
Astronomic in den Mittheilungen der naturforschenden Gesells 
und besonders auf die Theorie der elliptischen Functionen bez 
tische TJntersuchungen in Grunerts Archiv veroffentlicht hatte, w; 
sche Journal die Statte, an welcher er sich durch seine Leisi 
Algebra, in der Geometrie, in der Theorie der partiellen Diiferenti 
der Kugelfunctionen und der Modulargleichungen sowie in dem 
conformen Abbildung ein unvergangliches Denkmal gesetzt hat. 

Josef Dienger, geboren am 5. November 1818, von 1859 1 
fessor der Mathematik und Vorstand der mathematischen Sch 
technicum in Karlsruhe, von 1868 bis 1888. Director in der allj 
sorgungsanstalt im Grossherzogthum Baden, starb am 27. Nc 
Ausser zahlreichen Schriften in Grunerts Archiv, in den Nou\i 
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7 ElAEL ^YEIERSmASS. 

(Geb. 31. October IS15, gest. 19. Febniar 1597.1 

(Journal fiir die reine und augewandte Matiematik. Bd. 117, 1; 


Am 19. Februar dieses Jabres ist die matbematisclie 
Hinscbeiden von Kael Weiersteass in tiefe Trauer versetzt n 
Von seinem ersten Auftreten in der mathematiscben Litt 
ein bobes Alter binein bat Weiersteass die Wissenschaft t 
seine Entdeckungen bereicbert, sondem ancb durcb sein E: 
Arbeiten der Zeitgenossen nnd durcb seine Lebrtbatigkeit i 
Universitat, deren Zierde er iiber 40 Jabre gewesen, in einem 
gefordert, dass eine Wiirdigung dieser reicben Wirksamkeit i 
reicbe Aufgabe ist, um an dieser Stelle Platz zu finden. 

Aber die Eedaction dieses Journals bat die besondere I 
Andenken des grossen Matbematikers zu ehren. Unser Jo! 
Gliick, seine beriibmtesten Arbeiten in seine Spalten anfneh! 
und unter den Mitwirkenden ziert der Name Weiersteass uni 
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ERNST CHRISTIAN JULIUS SCHERING f. 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bd. 119. 1 


Am 2. November dieses Jabres verscbied nach langem Le 
licbe Professor der Matbematik an der Universitat Gottingen 
geb. am 13. Juli 1833 im Forstbause Sandbergen bei Bleckec 
(in der Provinz Hannover). Ausser durcb seine zablreicbei 
Matbematik und auf die mathematiscbe Physik beziiglicben 
die matbematiscbe Welt ganz besonders durcb die im Aufti 
licben GeseUscbaft der Wissenscbaften zu Gottingen von ibm 1 
gabe der gesammelten Werke unseres grossen Lebrmeisters 
Gauss zu bleibendem Danke verpflicbtet. Seine eigenea Sc 
sicb grosstentbeils in den Nachricbten und Abbandlungen de 
seUscbaft der Wissenscbaften, eine derselben, zablentheoretisc 
der Verfasser dem 100. Bande unseres Joiumals einverleiben 1 


December 1897. 
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FRAI7CESC0 BRIOSCm 

(Journal fur die reine nnd angewandte JHatiiematik, Bd. 119, : 


Am 13. December 1897 yerschied in Mailand der Pra^i 
cademia dei Lincei, Director des E.. Istituto tecnico Supei 
Herausgeber der Annali di Matematica pura ed applicata, Fi 
Die mathematiscbe Welt vereint sich mit dem Yaterlande ( 
denen in der tiefen Trauer um den scbweren Verliist, tvel 
scbaft betroffen. An anderen Orten haben bervorragende Ge 
Verdienste, welcbe Brioschi durcb seine eigenen ausgezeichnt 
durcb die Forderung der matbematiscben Studien in Italic 
bat, in gebiibrender Weise gewiirdigt. Wir baben aber die 
Stelle des langjabrigen Mitarbeiters an nnserem Joiimale (s 
ginnen im 50. Bande desselben) in dankbarer Pietat zu gedc 
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CHARLES HERMITE f. 

(Geb. 24. December 1822 in Dienze (Lorraine'j gest. 14. Janaax 1901 i 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 123, ! 


Der Anfang des Jakres 1901 brackte der matkemati 
sckmerzlicke Trauerkunde, dass ikr Altmeister Charles Hei 
nuar aus diesem Leken. gesckieden ist. Wenn diese Kunde 
ganzen Erdkall die Herzen derer, welcke die matkematischei 
pflegen, tief ersckiittem musste, so sind es die deutscken Matk 
durck die ganze Sckwere dieses tranrigen Ereignisses nickt 
worden sind als die Verekrer des grossen Mannes in seinem 
Verewigte kat nickt nur mit den matkematiscken Forscki 
wakrend seiner ganzen Lebenszeit in engster Verbindung 
auck an ikren wissensckaftlicken Arbeiten in kervorragende: 
tkeiligt und fiir die Verbreitung der Resultate dieser Arbeitei 
Kreise Sorge getragen. 
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machtigeii Einflusses einzutreten, welchen sie auf die Ausbildung 
mathematisclien. Disciplinen durcli seine Schiiler ausgeiibt babei 
Untemebmen erbeiscbte eine geschicbtlicbe Darlegung der rt 
Bestrebungen seiner Zeit. Aucb sind unsere Herzen iiber de 
Mannes noch. zu tief bewegt, um einer so scbwierigen Aufgabe 
Selten mag es in der Gescbicbte der Matbematik vorgekomn: 
ein Gelebrter seinen Zeitgenossen aucb als Menscb so nabe ge 
mit der Verebrung aucb die Liebe derselben gewonnen bat. Je( 
wissenscbaftlicbe Streben erregte sein Interesse, gleicbgiiltig ob 
seinem Vaterlande angeborte oder dem Auslande; und es wai 
seiner unbegrenzten und unparteiiscben Liebe zur Wissenscbaft, 
der lebbaftesten Tbeilnabme fur das wissenscbaftlicbe Streben s 
liebe Tbeilnabme fur die Person des Strebenden erfiillte. 

Wir werden seiner stets in Verebrung und Liebe gedenker 
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SACHEEGISTEE 

zur Theorie der Differentialgleichnngen and znr Ftmetioneni 


'Abbildung 

durch eine rationale Function: 


Abk xrv, 

Bd. I, 361, 

„ XV, 

« I, 413, 

„ LV, 

„ IBf, / 5, 

„ Lvnr, 

,. in, 103, 

„ Lxxn, 

„ in, 313; 


durch eine algebraiscbe Function: 

Abb. XVn, Bd, I, 457, 

„ XVm, „ I, 473. 

Grenzkreis, Bd.I, 363, 379; Bd.in, 75,103. 
Eegel fur den Eadins des Grenzkreises, Bd. I, 

369, [411]; Bd. m, 78, 110 , [ 116 ]. 

— von m +1 beliebigen Punkten auf die 
(m + 1)^®^ Einbeitswurzeln, Bd. I, 370 ff. 

Beispiele, w + 1 = 4, Bd. I, 380 £ 
Anwendung zum Stndium einer Function mit 
einer endlicben Anzabl von Verzweigungs- 


Adjungirte lineare D 
; cbung, BcL I, 416 ff. 

Definitioii, Bd. 1 421,. 

Adjungirte Fiindamenta] 
Bd. I, 422. 

i Fiir den Fuciisseben Tj| 

I scben den determinir 

I gleicbmigen adjungir 

I clmngen, M. I, 419 fi 

I Beziebung zviscliea den 

I ai^ungirte Fandameci 

i M. I, 434 £ 

I BifferentialgleicliiiDgeii, 

I jnngirteii zu derselk 

j Bd. ni 300. 

! Vergl Associirte Biii 

! Algebraiscbe Gebildi 
1 tion zukssai, 
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iweiter Ord 

Inu 

ng: 


Abh. XIX, 

Bd. 

n, 

1, 

„ XX, 

V 

n, 

11, 

. XXI, 

n 

n. 

63, 

n xxn. 

n 

n, 

67, 

„ xxin. 

51 

n, 

73, 

,, XV, 

51 

n. 

115. 


Eigenscliaften irreductibler algebraischer 
Gleichungen mit rationalen Coeffieien- 
ten, insbesondere soleher, deren Lbsun- 
gen bomogenen linearen Differentialglei- 
cbtingen zweiter Ordnung geniigen, 
Bd. n, 13, 22, 116 £ 

Kriterien dafiir, dass eine iineare Diffe- 
reiitialgleicbuBg zweiter Ordnnng durcb 
die Wurzel axis einer rationalen Func¬ 
tion befriedigt wird, Bd. II, 15 £ 
Eigenscbaften linearer Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, die nur alge- 
‘ braiscbe Integrale haben, Bd. 11, 17 ff. 
Der zu der Differentialgleicbung gehorige 
Grad, Bd. II, 27, 117, 

Kriterien fiir algebraiscb integrirbare li- 
neare Differentialgleicbungen zweiter 
Ordnung, Bd. II, 44 ff, 49 ff., 52 ff., 
56 ff., 59 £ 

Die Nenner der Wnrzeln der determini- 
renden Fundamentalgleicbungen sind 
nicbt grosser als 10, Bd. 11, 53, 134, 
138, 140, 142. 




VergL Primformen, Reducirtes Wurzel- 
system, GAUSSscbe Bifferentialglei- 
cbimg. 

D 1 f . f P r 


Piinkten der unabi 
annebmen, Bd, II, i 
Anwendung der Abels 
n == 3, Bd. n, 324 

Satze ftir jp 1. 

» « p = 1: 

5) P ^5 

Yergl. Homogene Reis 
Reducirte Wurzelsys 
Formen. 

c) Heffters Bedingung f 
sein eines ganzen ratic 

Abb. LVn, Bd. lU, 
Algebraiscb integrirb 
are Differentialgleic 
Ordnung. 

Form ibres Integrals, Abb. 
Analytiscbe Form ei 
systems, siebe imter Fund 
Analytiscbe Function 
[212], 381 £, [390]. 
Anfangswertbe eines pai 
einer linearenbomogenenDi 
Bd. I, 161. 

— eines Integrals einer Dil 
Bd. n, 355; neue Definitioi 
467. 

—, inwiefern dieselben ein I 
rentialgleicbung erster Or 
Bd. n, 410 £, [416]. 
Associirte Differentia 
Bd. in, 1 £, 267, 283. 
—, (mittlere) fur Diffe 
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rentialgleiclinngen der Periodicitatsmodnln, 1 

sielie Periodicitatsmoduln. i 

Ausserwesentiicli singularer Punkt 
einer linearenliomogenen Differentialgleicliimg, 

Bd. I, 232. ; 

Bedingungen fiir das Anftreten eines solchen^ I 

Bd. I, 235 £ I 

In einem solclien Punkte verschwindet die 
Determinante des Fundamentalsysteins, ! 

Bd. I, 233. j 

Bezielinngen zwisclien festen Integralen von j 

Differentialgleichungen erster Ordniing nnd 
solclien mit willkiirliclien Anfangswerthen, 
Abh. Lin, Bd, n, 467; 
fiir die Integrale einer speciellen G-leicbnng 
erster Ordnimg, Bd. H, 475 ff.; 
fiir die Integrale eines speciellen Systems 
von zwei Diiferentialgleiclmngen erster 
Ordnnng, Bd. II, 483 if. 

Vergl. EuLERscber Satz. 

Briot und BouQUETseke Differential- 
gleichungen, 

Binomisclie, die dnrcb eindeutige doppelt- 
periodiscke Fimctionen integrirt werden, 
Abb. XXXVII, Bd, n, 283. 

Allgemeine, Bd. II, 367. 

—, Kritik der Arbeit von B. nnd B., Bd. II, 
392 £, 396, 411. 

CAUCHYScbe D iff erentialgleicb ling, 
lineare bomogene Differenlialgleiebnng des 
FucHSscben Typus mit einem singnlaren 
Punkte im Endlicben, Bd. I, 199. 

Hnnsta-ntfinzablune: fiir die lineare bomo- 


scbreitenden RelLeii. w 
Punkt einer linearen Is, 
gleicbung ClrdnuLg 
cienteii bezw. voii der 
Ordmmg men'Uk'li 
Vergl SeibenentTi’kke] 

Determinante else 
systems, Bd, I. 16^,3 
Determinirende Fi 
chung, Bd. I, 1 h 8, : 
Definition, Bd* I, 220, 
Beziebnng zwiseben il 
Wurzeln der .Fiindai 
zelgmppen beider Gli 
D i f f e r en t i a 1 g 1 e i e b is 
nun g 

mit festen Verzweigiing 
Bd. II, 355„ 
Bedingungen, damit i 
Punkt Verzweiguiii;' 
sein kann, BcL II, 
Tbeorein, Bd. II, 364 
Der Fall p = 0, M. 
Der Fall p = 1, Bd. 
—, Character ilirer Ii 
M. II, 381. 

Beispiel, SiccATB-dic 
Bd. II, 384 £ 
Tbeoreme, Bd. II, 

—, Wertlie ibrer Iiiie^ 
ten. Abb. XLVII, Bd 
Vergl algebmiseb inte' 
punkte, Integrale. 
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fiir allgemeine Differentialgleichungen der 
vierfach periodisclien Functionen von zwei 
Variabeln, Bd. II, 474, 475. 

Existenzbeweis fiir die Integrale linearer 
homogener Differentialgleichungen, Bd. I, 
160 £; Bd. ni, 245 ff. 

Exponent, zu dem ein Integral einer linea- 
ren homogenen Diff’erentialgleichung gehort, 
Bd. I, 181. 

—, zu dem eine Function F gehort, Bd. I, 196. 

Flache, innerhalb deren die Integrale einer 
linearen homogenen Differentialgleichung ein- 
deutig continuirlich und endlich sind, Bd. 1,16 3. 
For men, gebildet aus den Elementen eines 
Fimdamentalsystems einer linearen homoge¬ 
nen Differentialgleichung, 

a) binare, fiir lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, Bd. II, 19ff.; sie ge- 
niigen linearen Differentialgleichungen; 
Bd. n, 46 ff., vergl. 335ff.; insbesondere 
quadratische, Bd. II, 309 ff., 337 ff., 
Bd. Ill, 331 ff. 

Ihre Covarianten, Bd. n, 19 ff. 

Formen, die gleich Wurzeln aus ratio- 
nalen Functionen sind, ihre Covarianten, 
Bd. n, 21. 

b) temare, fiir lineare Differentialgleichungen 
dritter Ordnung, Bd. 11, 299 ff. 

Vergl. Homogene Eelation, HjsRMiTEsche 
Formen, Primformen, HnssEsche Cova- 
riante. 

FucHSscher Typus linearer homogener 
Differentialgleichungen, Bd. I, 178 ff. 


Form der Coefficienten fii 
gleichung des Focnssche 
Beweis, dass die Form bin; 
188 ff. 

Vergl CAucHYsche Differs 
GrAusssche Differer 
Fundamentalgleichun 
singul^en Punkte einer li 
Differentialgleichung geho: 
Vergl. determinirende Fun< 
Fundamentalsubstitut 
aufgestellt fiir die lineare D: 
der elliptischen Periodicitat 
zweiter Gattung, Bd. I, 2' 
der ultraelliptischen Period 
HI, 35; 

desgl. fiir ihre mittlere Ass 
Fundamentalsystem vo 
linearen homogenen Differei 
mente eines solchen; 

1. Definition, Bd. I, 165; t 
167. 

Methode zur Herstellung e 
systems, Bd. I, 168. 

—, das zu einem singular 
seine analytische Form 

a) im Falle einfacher Wi 
mentalgleichung, Bd. I, 

b) im Falle mehrfacher "W 
mentalgleichung, Bd. I, 
Vergl. Logarithmen. 

—, das aus der Fundamental^ 
beliebigen Umlauf entsprii 
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i 11 n d. & m 6 n 13<1 s y s 16 m von IiitG^r 2 ,l 6 n giugt 
linearen homogenen Differentialgleiolrang, 
Darstellnng in zwei Gebieten Bd. I, 

392, 401, 

Beispiel der linearen Bifferentialgleicbung 
zweiter Ordnnng des FucHSscben Typus 
init 4 singnlaren Punkten, Bd. I, 403 ff. 
Funktionen F, Bd, I, 196. 

CrAussscbe Differ entialgleicbung, 
Bd. T, 200 £ 

—, algebraiscb integrirbare, Bd. II, 54. 

—, als Beispiel, Bd. 11, 68 ff. 

—, mit einem ganzen rationalen Integral, 

Bd. ni, 100 ff. 

Vergl. Relationen. 

Hanptintegral, zu einem Pnnkte gelioriges 
einer nicbt homogenen linearen Differential- 
gleichung (integral principale), Bd. I, 298. 
Hanptscbnitt der zu einem byperellipti- 
schen Gebilde geborigen zweiblattrigen Flacbe, 
seine Andeningen bei Anderungen eines Para¬ 
meters, Bd. I, 242 ff 

HERMiTEscbe Formen, gebildet aus den 
Elementen eines Fundamentalsystems, Abb. 

LXV, LXVI, Bd. in, 219, 241. 

—, invariante far die Substitutionen der Gruppe 
einer linearen Differentialgleicbung, Bedingnn- 
gen damit eine solcbe existirt, Bd.in, 22 6,233. 
Eigenscbaften der Substitutionen in' diesem 
Falle, Bd. Ill, 231, 234, [240]. 

Satze tiber lineare Differentialgleicbungen, 

nr w/vw*! A/-ir1 


1st die Relaticiii vc 
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nirenden Fundamentalgleieliungen absolut 
genommen kleiner sind als Eins; 
wenn keine ganzzabligen Wurzeldifferenzen 
vorhanden, Bd. Ill, 146 ff. 
werm solche vorhanden, Bd. Ill, 170 ff. 

Klassenbeziehnng 

zwischen den Periodicitatsmoduln der ellip- 
tisclien Integrale crater nud zweiter Gat- 
tung, Bd. II, 105, 

zwischen denen der liyperelliptischen Inte¬ 
grale, Bd. Ill, 30, 38. 

Lamias die Differentialgleich ungen, 
Abh. XXVI, Bd. II, 145, 

XXVII, „ n, 151, 

, xxvm, „ II, 161 . 

Herleitung eines zweiten Integrals aus dem 
ersten £dr einen speciellen Fall der Lam^- 
schen Differentialgleichung, Bd. II, 146,16 7. 

Ausfiihrang der Integration und Bestimmung 
der Parameterwertbe fiir die das zweite 
Integral einen anderen Character hat, Bd. II, 
147, 167 ff. 

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung mit rationalen Coefdcienten, die ein 
Integral besitzen, dass sicb bei jedem Um- 
lanfe mit einer Constanten multiplicirt, 
Bd. II, 152 (vergl. algebraisch integrir- 
bare Differentialgleichungen). 

Besondere Falle, die sich durch AsELsche 
Functionen integriren lassen, Bd. 11, 155 ff. 

LAM^sche Differentialgleichung, ihre Inte¬ 
gration, Bd. II, 155 ff., 166 ff. 


Vergl. Fundamentalsys 
stitutionen, lineare 

H, Z. 
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Bd. n, 106. 

Lineare Differentia 
zur allgemeinen Theor 
Abh. V, Bd. I, 11 
„ VI, „ I, 15 
„ VII, „ I, 2C 
Lineare Differentia 
Integrale keinen Punk 
haben, siehe Fucnsschi 
—, deren Integrale a]| 
sind, siehe algebraisc 
Differentialgleichungen. 
—, deren Coefficienten ii 
Punktes eindeutig sind 
daselbst nicht unbestim 
Form der Coefficienten 
— fiir die Ableiti 
einer gegebenen, Bd. I 
—, deren Integrale doj 
tionen zweiter Art si 
Differentialglei chung. 
—, deren Gruppe von 


abhangig ist, 


Abh. LIV, 

Bd. II] 

„ LIX, 

„ n; 

„ Lxn, 

„ n; 

„ LXIV, 

. ni 

„ Lxrx, 

« m 

„ LXXI, 

IE 
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Discussion fiir n = 2, Beispiei. Bd. Ilf. 
191 ff., [197]. Vergl. partielle DitTereritkil- 
gleicliimgen. 

Vergl. Periodicitatsinoduln, ItellieneiiUvicke- 
luiig, algebraiscii integrirbare iineare Diffe- 
rentialgleicbungen, associirte Differeiitial- 
gleicbungen, LamescIic Difierentialgleicbun- 
gen, adjungirte Differentialgleicbtingen, 
HERMiTJEsclie Formen. 

Lineare Substitution, die ein Fimda- 
mentalsystem eiiier linearen bomogenen Diil'e- 
rentialgleicbimg erleidet, wenn die unabliiin- 
gige Variable eiiien Umlaut um einen sin- 
gularen Punkt vollzielit, Bd. I, 170 £ 

— mit ganzzabligen Coefticienten, eutsprecbeiid 
den Andemngen der Periodicitatsmoduln 
liyperelliptiscber Integrate bei Umlaufen eines 
Yerzweigiingspunktes, Bd. I, 251 £. 

—, allgemeine Form der zu eineni beliebigen 
Umlaufe gebongen, fiir die LEUEXBREscbe 
Different!algleicbung, Bd. II, 96. 

L 0 g a r i t h m e n in der analytiscben Form des 
zu einem singuiaren Punkte einer linearen 
bomogenen Differentialgleicbung geburigen 
Fundamentalsystems, 

treten nicbt auf, wenn die Wurzeln der de- 
terminirenden Fundamentalgleicbung sicb 
nicbt um ganze Zalilen unterscbeideii, 
Bd. I, 198; 

Eigenscbaften der Goefficienten der Loga- 
ritbmen, Bd. I, 206 ff.; 
treten notwendig auf, wenn die determini- 
rende Fundamentalgleicbung gleicbe Wur- 
T oi Q 
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1 i ■: 

Moilalfiiiurt i uii „ i 
rang fiir p =r 

zwc'i zu der:-».lLe: 
arc-!! !>idtrr!itial| 
imng e!iist4?Leii. 
Fiir die Periodiciiit 
elliptl.-'clien Iiitef 
diese Ijiikebrii] 
Bd. Ill, 4d £ 
Die realeii Tbelle ii 
gewissa auftreten 
iierleituDg der Ki 
tiir die Pericdici' 
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Yerallgeiiielneniiig 
XXIV. BL Hi 
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voii zwei liomogese 
Betlingmngen fiir d 
Integrale niebt 
in eineni Pm 
in der gaaze” 
■—, ibre Integration, 
Yergl. Haiiptinteg 


clen Periodicitatsmodnln hypereliiptiselier 
Iiitegrale), Bd. Ill, 152 fl:. 
Bifferentialgleielmng zweiter Ordnimg ins- 
besondere GAUSSSche, Bd. Ill, 154 ft. 

Pi e i li e n e 111 w i c k e 1 u n g, in der ganzeii Ebene 
giiltige, fiir die Integrale linearer Differential- 
gleichungen, Abb. X, Bd. I, 295. 

Aufstellungen der Reihen durcli successive 
Approximation, Bd. I, 299 ft*. 
Convergenzbeweis, Bd. I, 303 ft*. 

Die specielle Reilie von Caqu6, Bd. I, 305 ff. 
Eicc ATiscbe Differentialgleicliung, 

Bd. II, 384 ft:, 401 ff. 

Entwickelnng eines Integrals naeli Potenzen 
von z iind /, bezw. von z und log^, 

Bd. II, 407, 409. 

i 

Singulare Punkte einer liomogenen linea- | 
ren Differentialgleicbung, Bd. I, 161. 

Wesentlicli und ausserwesentlicb singulare . 
Punkte, Bd. I, 232. 

—, verschiebbare fur Difterentialgleieliungen 
erster und liolierer Ordnung, Bd, 11, 469 ff. 

— einer melirdeutigen Function, ibre Klassifi- 
cation, Punkt der Dnbestimmtbeit, bestimmte 
und unbestimmte Verzweigung, Bd. II, 394, 
[416]. 

— der Integrale von Differentialgleicbungen 
erster Ordnung, Hiilfsmittel fur die Unter- 
sucbung, Bd. n, 396, 399. 

Substitution, siebe lineare Substitution. 
Systeme linearer Differentialglei- 
ebungen und ibre associirten, BAHT, 285ff. 
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Bd. I, 350 ff. 
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nerten Umkelirproblem eutspringenderi. 
Fimctionen eindentig sind, Bd. II, 207, 

208. 

Tabello der Differentialgleicbuiigen, die 
diesen Bedingungen geniigen, Bd. II, 

220 ff. 

Bie Aiizalil der singularen Punkte ist 
niclit grosser als 6, Bd. II, 209. 

Burcli eine Transformation wird bewirkt, 
dass unter den Integralzeicben des Um- 
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stelien, Bd. II, 211. 

Analogon des ABELscben Theorems, Bd. II, 

217, 218. 
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Abb. XLI I 
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251, 257. 

Anderer Beweis fiir die Bedingungen 
von 250, 251; Bd. II, 44611. . 

Andere Auffassung der Gleichungen 
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Durcli Einfuhrung des Qnotienten als i 
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272. 
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